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i,A'IA PdNG/iNTAk

luji dan syukur penuris penjetksn kehadi-rei rileh s*i,
etas rei:.iaet dan karuniat\jye sehingga penuiis aepet men.yerese

ikan l<erye ifmiah ini.
.t'ar'y€] irniieh ini disusun seoagel salah seru tugss rri

.Derme Perguruen finggi d.en juge sebegej- pen€embengen pen€le_

tahuan kirususnya daram bideng metemati-ke murni.
Penulis memyedarl bahwa kerye ilmiah ini oaik dari se6ii isl
n&upun penye jiannya masi-h iauh derj- sempurna oleh sebe b itu
penulls sen€;et mengharapkan kritlkan tian saren deri iler&
pembaca demj_ untuk kesempurnaen tulisen inj_.

l,khirn.ye semeg& tulisen ini dapat bermanfaat
r& pembaca den bagi yeng memerlukannya clen sernoge

selaIu menyertai kite semu&, .Amin.

bagi pa-

Alieh S\i!T

2002i\^e,j.art, Septernber

Penulis,

Drs. [hairul Saleh

l-"
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studi pembahasen tenteng kasus-kesus

san y&n€, mengembil judul : 'r Hubungan

tral den operator unitary dalam ruang,

i .2. Pi]}iUAUSAN T1ASALA}1

2.

terseout dalam tuli-
antara teorl spek*

hilbert ".

Suatu operetor linler terbatas T : tl --- H pada ru-
ang hilbert H disebut suatu operator unitery jika T ada-

lah bljektif dan Tr = f-1 d,imana T' rnerupakan operator
hilbert-adjoint deri r. Teori spektral ad.alah suatu teori
yang menyangkut ketentuan-ketentuan spektrum (himpunan sg

mua ej-6,enva1ue) r himpunan resolvent d.an famili spektral
d.ari suetu operator tertentu. i]alam tulisan ini permasala-

han yang akan dibahas adalah oeberapa jeuh huhung,an entara

teori spektral dan operaror u.nitary dalam ruang hj-lbert,
yEnt menyangkui bag,airnana ketentuan ketentuan spekirum, hi!4

punan resol-vent dan famj-li spektral daram operator unitary
kaitannya dbngan ruang hilbert.

I.l. s, .El l[ o o o I o G I
Dalam penusunan tulisan ini penulls melakukan suatu -

studl literatur deng,en menggunakan metode deskripsi d.an

tode pendekatan teori yaitu dengen menguraj-kan kemud.lan

nenjel-askan.

I.4. f U J U A rti

Dalam tuiisan ini tujuan yeng ekan dicapei adelah un-

tuk nengeiehuj- seberapa jauh huoungan sifet-slfat dan ke-
tentuan-ketentuan teori spekt:'ei cian operator unitery delarn

ru&ng hilbert.

me
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I.i. A i G ,J .I A l.t N

isi- kesei.i:'unen i.aleni tulisen ini secarE lengsr.i::rg eken

men8inoaii b\&\1ESsn pen6,etraliuen penuiis cielen sturii enaiisi-s
lungsionai xriususn.y€, tenta:lg teoi'i spekti:ai d&n operator uni
tary dan hubungrnnyc dengen rusnt hiloert serte bagi pere

pembaca eken berguna untuk menperejerl rebih J&uh tentang

teori spektrar den pemakaiannya dalam per,soalr.n-perso&ran -
matriks.

].
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BAB II 4.

I,A!{DASAf, TEORI

sebell,m dilakukan pembahasan pada pokok permaselahan
delam bab berikutnya, maka seba6ai landesan teorl di delam
beb dua ini- akan diberikan teori-teori yang mendukung pada
pembahasan tersebut. reori-teorl y&ng dlmaksud ed.elah urai_
an dan penjelasan tentang pemetaan isomotrl peda ruang met
ri-k, operator linier atau operator linier terbatas pada ru
ant bernormr operator hilbert-adjoj-nt atau operetor unita_
ry peda ruang hilbert, teori spektral darl operator linier
terbatas den ketentuan-ketentr"ian spektral d.ari operator sell
adjoint linier terbat&s.

II.1. PEIIETAAN IS0}IETRI }Aj]A RUA}VG &.u,IkIA.

oi daram g,ari-s riel R jarak antara setiap pesenBaa ti
tik xry€R d.fderenisikan seba8ai harga mutlak d.ari selisih
kedua titik tersebut yang dlnyatakan d.engan d(x,y;=f x _ y 

I
Pernyataan ini. akan digeneralisasikan kedalam d.efenisj- beri-
kut.
Defenlsi 1.

suatu himpun&n tak kosong x dan suatu metrik d. yang

nlsikan pada x x x, disebut suatu rueng nietrik jika
mu& xtyrz Q -X, rnemenuhj_ axioma-axj-oma :

didefe-

untuk sg

a. d(xry)

b. d(x,y)
c. d(xry)

d. d(x,y)

=

=

1

o

O jika dan hanya jika x = y
d( y, x)

d(x,z) * d(zry).
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E
)t

ie: n;raan c) ceri cierenisi setu di et&s menunjuhkan -
cEhwa iungsi j&rak a adelan si-etri dan pe::nyatean d.) di_
seDi-ri se::gei ketidai*saneel segl-iiga. secara ilfium ci(xry)
xtenyataken jer:ak Erlr&r& tj-iik x dengan tirik y.
Sebage.i conto., bid.ang euclidean R2 ad.alah suatu metrik d.e

ngsn metri-k ysng d.isebut metrik eucli_dean yant d.idef enlsi-
kan dengen :

untuk seurua x = tLl.Z r) r y = (tr ,1f'z) LRZ.

Defenisi 2.

h,iselkan (X, d) den (Y, d') ed,elah ruang metrik meka :

1). Suetu pemetaan T :X 
--? 

Y d.isebut suetu
ji,ku T tetap mempertahankan jarak yaitu
mu& xry E-l :

dr (Tx,'Iy) = d(xry)

1 some trl
untuk se

2). Rueng metrik r disebut lsometrik d.engan ruang met

rik Y jika terdapat isornetrik bijektif d.an on to
dari d ke Y.

Jadi dua ruang metrik yanB isometrik boleh jedi berbeoa ps-
1j-ng tidak oleh. sifat deser dari titik-iitiknye tetepi ti_
dak mempunyai perbedaen d.ari titik pandang rnetrlk yeng d.i-
delenisikan pede kedua ruang metrik tersebut.

UNIVERSITAS MEDAN AREA



IL.2. OPERATOK LINI.UR PA.DA RUANG BERNOK}

suatu Tu'ng, vektor ates f ielri rr ecielan sue:u nimpunen
tak kosong x dengan ooerasi per j ui,'rrahen vek io;. :Er. opera si
perkalien vektor dengan skalar sedemikle., hingga ,-r_ntuk se_
xiua xryr, Gx dan o( rP € K memenuhi :

6.

- ,ar

+-X=0

dan X disebut

disebut suatu ru

y&ng didefe4!
untuk semua

1). X + Y = Y + X

2). X + (y + 'Z) = (X + y) + Z

l). ] o €X sedemikian hingge O + jt =

4). 3t-x) €x sedemlkian hingga -lr + x
5). a<(x + Y) =r(x +o(y

6) . (x+ p)x = p(x * 
{3X

X+0
I

7).a(6r) = (a-R)x
lt

B)- 1. x -,t
L disebut field skalar d"ar.i ruang vektor
suetu ruent vektor riel jika K = ft serta
ang vektor. korupleks jika K = C

Jefenlsi l.
iuatu ruang vektor I d.engan suatu
sikan pada X disebut suetu ruang

x, V Q- X, memenuhl eksiorna-aksj-oma

x

x

horm [['tt
bernorm jika
berikut ini

a). ll x ll> o

x ll =

,,(x ll
d). ['j, + Y ll

b).
c).

O jika dan hanya

: lnl 
Ull..rrll

jika ,f = O

ll
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Suatu rueng bernorm yeng komplii yaitu komplit da1

rik :ren€, di-iniuksikan dengen norm O(x,y) = lt x -
untuk semua x,y C r disebut suatu rueng .Banach.

Aksloma 1) sani;,&i dengan 4) dari def anisi- ). di etas un-

tuk suatu norm adalah disugesti- dan dj-motivasi oleh pan-

iang IX I aari suetu vektor x d.e]-em aljaber vektor e1e-

menter'. Sehingga d.alem kasus.ini d.apat ditulis tl X ll =

t X t. henyeteannye aksioma 1) dan 2) menyetakan behwa se-

mu& vektor mempunyai panjang yang positif kecuali vektor

no1 yeng mempunyai panjeng no1.

Defenisi 4.

I[lsakkan X dan Y adalah ruang vektor atas field K yang sa5

ma. Suatu pemetaan I z fi Y disebut operator l1nier jika
untuk semua "1,*2 Qx aan 6ffe lt memenuhi :

I( 4x 1 {3-xz) = d..Txt * FT*z
Defenisi 5.

Iiisalkan X dan Y adalah ruang bernorm dan t : ,\ --i Y sua-

tu operator linier. T dj-sebut operator linj-er terbates jika
terdapat suatu bilangan riel c sedernikian hi-ng6a

It rx tl 4 " [l x ll
Sekarang timbul pertanyaan, Valtu berapakah nilei terkecil
yang mungkin deri c 5edemikian hingga 1) masih dipenuhi un

tuk semua x € x dirnena x I o. d.an ketidaks&maan 1) depat -
Citulis dengan :

tl rx il
tt x ll

.7
lo

am met-

,ll

Lc (x I o)
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8.

lni menunjukken o&nw6 c pi ii:,g; t:ilk j-&r".lsl-air sebessr sup-

renum d.ari ruas kiri yang ci.ienbil aies L - faj. Jengari de

mikian jawaben untuk pertEnJ'aerj i.:- &iES ye,itu niiei ter:ke

cil yEng mungkin cieri c cialen i't aiaiah supremum.

Besaran ini dinotesikan d.eng,e" ll i ll, jadi i

It r ll = sup !l t' tl" x(i tlxll
xlo

den ll I t I d.isebut norm darj- operator T. Sehingga deng,an

c = 1l t ll, ketideksame&n 1) rnenjedi :

llr"ll ( tl,rl I {l*l t

II.3. 0l,EliATOk uilltakY De],e&l hUAl\G hll]J-dllkT

Didalam aljaber elementer, perkalian titik (dot pro-

duct) dari dua buah vektor akan menghasilkan skalar. j)an

cialam pembiceraan tentang rueng vektor pernyateen ini aken

di-generalisir ke dalam pengertien inner product seperti
ysng didefenisikan berikut :

Def enisi- 6.

Jr,iselkan X suatu ruang vektor, suatu inner product pada X

adelah suatu pemetaan dari X x l( ke K yaitu dengan setiap
pasengan vektor xry € X dlassosiasikan suatu skalar (*ry)

sed.emikian hingga untuk semu& xtptz QX d.an o(( k mernenuhi

ak sioma-aksiorna berikut :

1) 1x,x) )7 o

2). (x,y)=X.
3). (x,Y) = (
+). (x+y,z> =

dan (.*rr)=Qgfx=Q

1r, y?

,->
(*,r) + { y,z).

\
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9.

^ iienga;:. suatu j-nner product y&ng didefenisikan peda )( d.i-se

but rurng inner product dan suatu ruang lnner product yang

koii;prit yaj-tu komplit dalam meirlk yeng did.ef enisikan d.e

nsen i-nner product d(x,y) = V?;;; untuk senua x,y€ X

d.isebut suatu ruang Hilhert.

Aksiome 3) dalem defenisi 6). di atas tanda bar rnenyatakan

konju6asi kompreks. B,arena itu jika x adarah suatu ruan6, vek

tor riel maka 1*ry) = lyrxl.Dari aksioma Z) sampai 4) d.a-

pet diturunkan formula berikut :

d,imana A aen p
P berturut-turut.

<4$ + p v,z ) = d1*,2,> + F 1",r5
1x,4.Y) = &(*,y)

1x,dy+ P ") =R.1*,y) + p<*,17

merupekan konjugasi kompleks d.ario( d.an

Defenisi 7.'
Suatu ruang vektor X disebut

Y dan Z darj- X, ditulis :

direct surtr dari. dua subruang

x = y@z

tiika setiap x ( x mempunyai suatu representasi tunggal

x = y + z (y€Y, z Q.zl

ian'z disebut suatu komplemen aljebar dari f dalam L dan

se baliknya.

.Je::gan c&rE ye:1g se-.::e d.aie:r kesus. ru6ng Hilbert umulr]

resentasi ysng diinginkan dari i-i ad.aleh suatu direct
dari suetu subruahg r dan komplemen ortogonaln.ya :

i-i, rep

sum

UNIVERSITAS MEDAN AREA



I
Y

V,JI\

1
z I a'j, .it.-S :.jiu[r.rr]t

ci'icSciit^ , i,erir{ ia, :) I.

-: ri'.:=',1.: Fat SlatU 1,. € 1

lu.

ic- v=5-

I 11'C L'II.-

"-L: "

L,

rrt!:F-' :, iisecut !rroyeksi orto60nr.l aEt- i t{ L)r,,_ir y.
iers€.:iir. Ll diates {nender'enisiklrr sueiu iJerirerLEn :

P:ri.__>y

x l------? .r. = !x
-- lisu'oUI !r'o.yensi( rJL-)31:.e Ior pr o-reksi) jai.i lr pECi: i meka
j ele s oeilwe r ada 1e-n sur tu opera tor L inier icr.ur: Ir, :-:.

-.' nei,,etekEn H pade y, y keclirinyc striij__ri dan z = * l,efo],
serta P edalah idempoten yaitu t2 - t jecii untuk setiep :

x ( H rne-ka diperoleh !2x = p(px) = 1,x

Lemma 2. 1 .

oika ('rr* )= (vrrw) untuk semua w darer, rusng inne' prjo-
.iuct rt nie.ke ,1 = ,Z kh.ususnye <v1rw) = 0 untuk sernu.& w € X

rren€:Ekioatkan v., = 0.

dukii :

Jen€r.en pengesumsian untuk seinu& w,

,/(ut-rz,w>=<v1 ,*)- 1uz,!y) - o

.rrrtuk w = u1 uZ ini nreri6rakioatkan [tr,, ,rLl' = d o]en kq
rena itu u.i ,rZ = 0 sehingga ,1 = ,,2, irriuslisny& (.r.1 ,vl} Lr

r'engen w = rj rnengaklbetkan [[.rrt[ '- o seirlngge vn = 0.

\
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Jefenisi
-i -. )' -,,.!-i f,C 111 a ri den ;i.. e,ie,icit

I

!l

n1

\1CL l

5 Ur:, Uc.

it.

t2'

f.uanB rtlloeri r:an teit,Jiet-:i r

iu oi' crator j-iniei: i;ct 3LiLS,t1 L
1l 

Î

o!'

l1lEa k!ict! C ll JL,{C

t er dapa t cr€ [or hilcc-r u rjjoir:.i r'

i.. 

--) 

a . S e -ie r, ik ra it jrj-n6ta uni uk
at

-J(
/ t,.. .. \ 

-./-. 
'r -, \

r' i 1,. . -. L)U lllrO a1C I

& ir - ,i.L -ii. v(

i.,enyate.annya operator nilbe.rt adjoirit'1'* de.ri f sepertl

-/sn€, iif elenisikan Ci ats. s aci ian tungge.l oan rilerupakLn su-

r iu operi iacr li-nier ter ba te s den5e,ii llcr.ni :

i 'r* ll = ltr[l

Y adalr'h ruang inner product dan a : it --) Y

linier: terbe te s, iiiaka :

llan iranye jika (Q-.,y) = 0 untuk serriue

v.

rne ngE -

1 ka-

Lerr"'na 2.2.

r;-isalkan l' ,-ien

sue tu operator

Z, l-.r - 0

x 6 ,\.,

J -LAo

JE

b. Jika O : li ---f ,\, dirnarie ,\. adalalr kotipleks dcn

0xrx = O untuk serlua x €-,( niaka Q = 0

.1 ,.1, + i,un La .

L. a = J riemberi arti behwe Qx = O unfuk semua x QX
t-k i ct" 1,nye. (w*, y) = 1-o ,y) = .; 1-r, , y7 = J
:jccrlii,;n17a, (.r* rJ> - O untuk sen.ua x rlan y akan

k; ce'r,ka.n Qx - J untuk serriua x ber it, serke.n iermia 2.

Ierri;o.[a 'A = 0 be.t dt'St,rkan clefenisi,

den
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o. ,EI'-r '!) enl..t:iirE: 1, E- i'l ,

,., I 
-_- -i a-. a - u

untuk se ti&:, v =

1ClC.

x+y6x

(" \r, +:,'\. x - J\

-30refl& 2.1.
!

.'.is€-lken h, dun Ii, sdsl&h rur_rlt nilberi, S :

ran I : t1l ----2 rr, ne.slng-itrL sirrF, perupekcn

:erbEtes serta o< € h, mEka :

./*\./a. <'I .yrli ) = 1_yr-r) limrr.a x

o. ( S +'I )* = S* + t*

c. (o<r')" = &T*
*d. ( 1' ) , - i

e. Il r.., 1l = l[ i.,*ll = li tii t
f. T*'I =Oe T -O
i.. (SI)* = I* S* iliir,i,rrr rL.-,-

Dua suku Derteila oad.€- ii-iES ke-nen sEiTiE iiengen ,J oer dr srr-
kan peiit& suinsian dan & - 1 aken mengaki oe tken :

//\//\\=xrY / + <t--,Vrx / - J

(X= i rnenjeiiken k = -i .len

4r*,v> - (or,K> = J

L)engail inenj uirrlahkan kedua pers€jneen di a te s rrieke dipero-
./\Ie.i] (_,o:x rJ* 7 - O oan berda.sarkan pernyatEen e. meke

a = 0.

11 ---.> Hz

operator Linier

€Hr dan y e He

r'i'-1
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Bukti z

- r. -..iC.. 
"LL

^,.'..r_.r. u 4I-L

i).

,,-lr '/ \= \ 1i r .'r", = \.i, ^;: ..

-i c n \rqura ,)

_*
1rr,.s* ) y7=

=

sehln6-ga rirenurut lemnte 2.1 : (S + t) *y 
= (S*+,n*;y

untuk semua ] sehlngg€ (S + 'I)* = S* + T*

c. Untuk pernyataan c. i-ni depa t dief likesikan lemrna Z.Z

a. Untuk a = (a( I)* 7 I*,
(t &'t)*y,") = (Y,( o<l1x)

= ( u, x (r*l)
= *{r, r* )

-,t*= a<(1'){rx)

= <dt"yr*)
. lt. lf )(*d. (t' ) ,yeng depat ditulis dengan t sama ciengan T seo&o

untuk semua x € H., dan V 6 HZ berdas€,rken perny€rtaen a.

den cle t'enisi dari T* meka diperoleh :

/*i*r2.)t\(tr ) *,y/ = (_*,'r y7 ,/\
= (-I"' t /

sehi-rl6.ila den5.,an nrenF,gunakan lerruna 2. 2

J( J+meke(!)='I

*untuk '\ =(! )-T

'lf e f'e

.i. -,i'tci f,

nisi , 1L*r,, ) = (*,
,ieI:nf s.i caii*e untuit

,' 
*,, t>

-,\/

serilua x

(,. + t) x,y>
(s",y) + {l*,,r)

{*,s*r)n 1r,r.y)
(*, (st + f*) y>

UNIVERSITAS MEDAN AREA



14.

.lt
)C3. ia;et rliLii&i senw€ I ^': i- 11^ tetepi- tT :

- -----+ - i6 -.
LI

1, -Xr. = -_ ^f,r.X ) 
: \\ - -:\ri ,.'

4.- (i ;,* ,,_ llil , -^il If "l{
4 [[ ','*',' ll l' rr ?.- \t r r tl tt xtl

Dengan mengarnbil supremum atss seinua x y&ng fir,empunyeli

norm '1 , <iiperoten , Il t ll ' < tli-ill . henrutiian berde-

serken a. diperoleh :

l[ 'll ' !t{r.' tl <ll '-tl fl '0[ : ll '{{ '
sehi-ngga [t ,-t [{ = il t(l ', 6.antikan r ,lenga,, i,* latu
gunake.n persantaan 5 sehin6ge ciiperolerr :

f . ,:errlase.r'ken pernystaan e, Jengsn jelas akan oipenuiri
Ii(t 1' - O jika deri hanya .rixa ',' = C

g. Dari oefenisi,

Serringge berii.a sarkan lernma 2.1r(Sr') 
*y 

= T*S*y untuk se-

mue y yr,ng. nane ntengakibetkan (iI)* = T*S*.

lrele s- k ela s dari opere tor f inier ter'be ra s yLfi€, sE ntiE t pen

ting da lam eplikt sinye dapa t dldef enisiken derigan inengguna

ken operetor ililoert-adjoint di atas.
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11.

Dei'eni si- tl.

Siiatu ci,eretor lirtie:: ieltceiLS j : i:. 

-) 

:1 '-'L t!_ :-.1, 1:A j-ii

cei t iiise but :

b.

C.

Sell-edj oint e te u iler':riitian .lika
)iijniterr;y J ikE f 5i j -.r tif de.n T =

i( J(
r\or'mal jike I'f = i f

,i

-Iiil
I

-l

Teoreme 2.2

.,iselken'r : :i ----;
ruan€i hilbert ii make

suetu operarcir iir.,iei terbai:.s peCer1

a. Jika 'I hermrtian, (r* rx> e..le Iuh riel untuk sejltua

X(H

b. iika ri edalan kornpleks dan

tuk serilua x € |i, oFerator I'

x, maka :

,/i(Tx,x)
e da Iari

eoalr-n ri-el un-

]rermi tia n.

Bukti r 
'

e. J ike 't adelen riermitien, maka uriruk sernua x oeriaitu :

.aa..-- : z/ \ ,/ \{-I*rx ) = (Y,r';t 7 = <_rx,x)
sehin5:.ga ('a"rx)sa,re dengen konjugasi kornpt eksnya ka.re-

-.i +,, ,/ ^ \LLo -LuL( <_Txrx / adalr.n riel.

b. J ika ( ," ,*) adalan riel untuk sernua

= (*,t** )
,r' -.r \= (--, XrXl

sehingga :
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16.

0 se b€i b li adaleh*
*jun ::.en'Jrui ler;t:ne 2 . 2. b, I I' =

';' r'-'- I oi --

.lera.:-ii iii eke.n :.i cerlka;i suE tu teorema

cer&krn ient&ng operEtor unitery.

leorema '2, )

y&ng knusus nernoi-

jr-iselk&n ii surtu ruang hilbert, U : n --* H tlarr tr : H --2ll
ede-l an op,eraior unitary nrake :

Bukti :
..t

tt ah. ll ux\\

= tl " li untuk se

tl , li = 1

den deng,an teo

E. U edelah isonietrik yaiiu llU" Il
inu& x € ,i.

b.llutl = 1, dlrnana Iil {r}
-1 r(.c. U ( = U ) adelen ooeretor unitary

d. UV edalair operetor unltary
e. u aoalah operator normal

f. suetu operator linier terbatas r pada suetu ra&ng

hilbert kompf eks t1 adclah unitary jike dan henya

jika T edalerr pernetaan isonretri dan s,rr.jektif .

= (u,.,u*) = (*,u"u*)= (*,r*) = ll "lJ 
,

pemetaan ideniit..s.dlmane

b. ijari &.

c. harene

rema 2.

" ? rt ll 2
,ye itu \i u)( \l = \l " l) oidapat

ci jektif i;rak& IJ-'l j uge bijektif

\* - rin^ - r - rit-i.'-l

U

1

I

I
il

t;t-
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d. r,V c.laie;t o:""lei::1:..ian

1'1

=uuJaengille-
'r'.i +--,,{ral UCI J .

(u;) = V

,'. r'LI :iit. --' 1t.::

nUrl 
"j 

Ur; r, L I1 3L rtwi u & LL 'Llr S;L i', Opeit. i,\):

*rt
u=

f . rlrlJ.titr&n -l isoinerr:ik oen sLlr..1 ek tli uiriiena isoliretr.ik lire-

ntakioatkan injektivitas, sehingga r-' aciaie,.[ cijektif .

/\kan ciitunjukkan ba-irwe T* = o-1. ,enEan lsometrl,

- O d.:,n sieni-r-t ut l-etrurig 2.2. o- :

,(
;fang rileng&klbatkan 1' ,I = 1.

.r\ar'en8n.y8 :

,( Jt _1 * 1r,1,, =,rr,(,1,f-') - _t(i,"t;1-t = tlr'= r
Uar j.sini oiperoleh : f 

*'l 
= 'rf 

* 
= i selingga ,f *= 

r,- 1

ysng menunj ukkan banwa 't' adef eh uniiery. Sedang se0&-

liknya jelas dipenurtl seo&o I adalan j-soinetri oeioas&r

kan pernyat€r&n a. dan surjektif berclasarkan defanisi.
i1 . 4. T.e;Okr s!.dh'r}tAt Drkl 0i'-rlluTOk 1,lr.lIiri1 Trrirtdr,?r,i.

Untuk suatu metri-ks bu.jur.sangkar (rie1 Et&,u korripleks)

i = ( o(ir. ) oerukuran n x n, konsel;-konsep ,1e.r.i eigenrralueJI\

ian eig,envektor didefenisikan tialen bentuk-bentuk persenrgen

1) x,x)

I =O

sehingga :

,/x( (i' r'\
)Cril rIlt- t-

1r*-x,x) = (t*,r*) = G,") = (rr,")

iri

',:

sebe,gai berikut:
frX = lVtx
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-.,ef enisi 9.

-:-genvalue ie.r'i suL tu li,Ltr ilt s 5u.i.ir rren:l{E r }._ - \ d j,",
: je.leit suLiu cr lr.:isr.rt | .aa";iiiiir,ri hii-;.85-a f.ti = I--, r:iei:,.i-;-

:-"e.i sue tu pen,'r'cleselar. x t' o. je,iun5- x diseoirt .:j-genvek-

l, - i,rr J.arr- A yLnfi cersesueian:iengan eipenvalue l . jigen
.'ek tor'-eigenvek tor y&ng berse sueian ilengan eigenvalue P
:'3rstm&-saiii& dengun vektor nol rtemoentuk suetu sucruLng
-.'ektor deri x y&ng disebut eigenspeces dari A yang oersesua_

-Ln iengan eigenvaiue 7" . iiinpunan semua eigenvalue deri A

-rtulis Cto) Oise0ut spektruuri deri ]i, sedang koriiplelrlen fi*)
.r-1em oiienS.an kornpleks yaitu P t^) = c Tt*,) .iiseout nirn-
. -rn&n resolvent dari L.

:erli-r juga diketahyi beh,wa persarrlean dj-ates,leoat juga ditu_
-isken dalam bentuk :

(r -lr)" = o

^ilnana I edelah tne.t::iirs seiuan 0erord.er n. !ersarnea.n :-ni rrie-

:;pr-kan sj-stein homogen de.ri persariiaan 11nier dalarn n bileng-
-:r anu f 1,. ..2n yaitu kornponen-kotrrponen dari x.

':terrriinen dari koefisien-koefisienn.ye sarn€r dengan deter.rni

:-an (e -li) yang, mEnE harus sein& riengan nof supay& perssn&a-

En (.r

&ern berlk

1et(r

Tf )" = 0 nreriruun.ie.i sur,tu pen$elesalan

en persarrr&an karakte:tistik dari A.yei_tu

l, oa,1-l dt: o(rr-, I
ii-=1r",21 ,t"r2-T ,>izn l.=nI , I :- l'*

t...1
[o<" 

1 dn2 x,,nr)

x I o. l-ni
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19.

4-
- r . i i, - /-r; ini iise or-i.t iiei=i;.,j-ilai. l",li't.i: tear s lik deri .A.

- -r:.=-a.rt. tr3:.-,rr. lerila:l:.!ig::1.'/& li.':.t ar-.r-n .li-;-eloleir sua tu polino-
n

-i, r 3.'-ii-JrtJL: li ia;a;,. f-.,rr,-ai-:' !':l-inc,;tit i :rtri,kieiistik d.a

- .ei<s .ian l' : -.,r (,; -._it," 
eiaig, suetu oper'tor' linj-er oe -

---E-:t io:nein ,(-t') .r. Jee6ren * :.iEssisiasil';.en operator

l1 = T tr
--:r,tnir adalar, sui-Ltru oliar-I.g€,i1 ko;apieks dan -L o-ner'tioi iden

. -;. s peda ,( l') . J ika t ineirDun.vai su&tu inver's iirr.oiasiken

- j:i6ran ft1v(r) = ,'it = (i - ?t;-1

-: n i'lisebut operLlror resolvent dari '1' atau dislngkat resol-
'.':nt ciarj-'i.'uiituk peiiiorcai"ean selanSutnye resolvent hT{l)

rLrI I henya ditulis dengr." Rt sa je.

-efenisi 10.

r-salkan i I'
.---+ X s'lr tu

{.i
op er&

suatu reanl,. oer'norrn kompleks dan T : J(?)

tor' linier dengen rJ(r) Crt. iue tu nitar
:eguier t Oan t e,Lt,ia'n SUE, tr-1 bilanFen koriiplek s se,l.erni.a 1en -
:ringga :

/ r, \ I.a 1'lr\ . ir.\aL.l /. rL f\\r/ .-uu.

(R"). h} ('I) tercaias'I

(h , ) . hl ( I) diief enislke n pada suatu llirnpunarr yLng' )' I

pa da t i.a 1ll, -'' .

riii;rnLr.nt ll resoivelt l), ,i :ari i' e ir 1r- r: iiis.i.uitln s€iliirl ril e,i

re6uler dai:i 't se.f e.rrg. i-;ciil!iei::ei:n;ge- i.*:iar; ciluli;an i,ir-,:ilp ieis

U .yaitu ('I) = U E ? , r) iii.;e but spektru:n .i.eri t t1i,ri sual,u

t g Ctr'i .iiscr,i-u irl- Li i r.;i,L'iiiiLi .:3:'t l't
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.\) .

-'eoreiiia 2.4.

.,-isalkan l.' f ,:(,rr,,.) jj-t,,tna ;)1Jrr;,; i:i- . t.-- -,,:.,i.,_iiitii sj1tira

Jieltetor l-inier ier:oalts pa:L :_t::.- :i:-:c;- L. ,,,ii..a ir 'll t "!i - lt<
.:.t.ka (l- ,t)-1 L,it, ,.it I ii] el..ut[-i:r{ci]: sLli tLi .l;'.e;.&ioI iilt:-cr. Iei

re ta s pa.1€. :\ selit
t/1

-'t .<- ; )(1 I) ' = Z- I'd - i t i I i' +
J=o

-.'t, +i .li\ UI

erlu tlicatat banvra l\ ri il Sllrll ,

Z \l rli i konvere,en untuk lt t il <t

perlu

It I il <1. ieiringge rurlrus jiatas
ionvergen ebsolut un"uk tl 'r ll < 1. Ir,ar"ene .{. rromp}it rnska je
las behwa -ts(X,)') iuge komptit.
r urnlah deret dalain rLurlus di atas sebut sa ja dengan s

:,|iin d.itunjukkan banlva : S = (1 I) -i untuk itu maka

i o-l eir :

Jen deret geoirietr'i:

rlt'n -

dipe

jekar,en6

s ehingga

miselkan n

,11p er o 1eli
-t 

- 
in \tL lv

I | lllrJ\J-J-

-a, 
rnaka Tn+1 ---, O sebab ll f ll4f

1'I ) = i, ini menunjukkan balwa

'eoremB 2.5 .

.liriipun&n resolvent Pt'ri iilri iuaiu o:,aretor iinier rerba

tas T peda suetu ruang banech korrpfeks;.. ecel_eh terbuka d.en

i.rarenenye spektr.u-m C(t) edelei-i ter tutup.

:

S(
_1
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= 0 jelr-s terouka,

?'" €prrl den

-renEEn rnernisalken operator: delam kurung
-,_'--1,-

r, lilol\G

sukii :

i i;; a {) ttl
iini'*1.: sue tu

sekareng mj-satxen f
t g ,; me ka diperolen

)1

(r) I'l

L''l sama de

It = itoV d.iriana V = I t l-\; t .,-o

dan I terbetas iriaka hl- =

2.q. menunjukken oenwa V

- h)k t0

L ftrt
teoreme

bentuk:
u^Zllr

--,-t 
L

-t-L' € g(,rrl).

rnernp unye j- in-

hJ

\rntl<l
Ji ,r
l=) z Z (r- to,j

J=c)
sedemj-kian hi-ngs" [l]-

Ir %l<[rhr.rr
. ,,.- 1harene 1I 11o = R?\ € B(i,{) dan tiari rurnus dietes unguk

setiep y&n8 menenuhi rumus ll- lv, i1,-r;, operator: ia
:i ciiif unr/Li suatu invers : l[,' ;ol[

!t,p,= rf = (tfov)-1 = v-1.r,yo adeleh sebarang.
.,l ei: r'.arer.e itu koi;,pi.eirel O,. r-'; = u - f t tl adaleh sif etnya
i -:- r..1*'.n

= (r -?'"i) F ( t- filtr -hrl -lJ

ngen

:, €r'en& )"ro

i e1 enj utnye

v er s da larn

-.-l
Y_

JElei;, g(,t. r;,) untuk senua

rrr i +,. ..yor uq
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tt-:nr-r',,r
^ U Ur U.lrL

vilUUa- l!

i- .^ --- j :,: l" Lpr';,::s:,'i-.,

-rn

js:i . Sef .ri ii )&ns -tin_y't irk&n

31.- niri

nt- = (t -trl-1 = -1/T

= _1/T

))

.leie; ieorerie 2.5.
'itJ r-r=-.::r,-,r i rp^,rpernl4r(iur

tesi :
tJj-=- 1-_ L ,j ,J+1"I = Z_ ( /
J=O 

I o" "fo
dimana deret riini konvergen aosolut untuk setisp ts "epeirti
yenE di cer:ike n oleh persaineen :

It- t-"t< 1

It" rotl
dalem oidang kompleks.

'Ieorema 2.7.

Spektrurn Ctr) dari suatu opertor linier reroEtas f :n--->L
pada rueng osnecn kompleks lt edaleh kompak den berada delarn

lingkeran:

ITt atl rll
untuk rn&na himpunen resolvent P trl f O

.Bu}< ti :

lV,iseftan ?l 0 darn k = ,fu. tlari teorema Zr4 diper.oleh rep-

resentasi :

.a= o
Y.^

= -1lj. Z ( 1f1... r)J
J=<>

dirnene oleir ieorema 2 " 4. deret konvelrgen untul.: seiiiue se-

demikran hingga :
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-) -l
* )r

ll ,zr , \l = 'i+i 4-t yeitu [t[ > ll ,ll
leorenie 2.4. Jug,e ;ienunjukiren c&riwe seriLU ?.rrro de::r1:ria:.

f,er'€.rL ;s rr,. l' , r, , ;enintele spek rrLuji U-t i; = u

:usian oerarl.e oetem lfi aflrtl ker,errsn,y€: Oi r,7

:ES daii ;ti:nurut teor.:ne 2.r. irii i;re rrg6xioetKsit

:uiup senlngga f,tf) adalatr kornpak.

2 ., . if i.iilu.ti ur-ii Ar,l Ir,rr.l: f .irr-ir..r Sr'.&n r'rr.r,r, rhi,,l Ut ,:r..r. l,uh. -r:rr'l lr:.rr.

r)t, u.Arrr kL.r.i'l G rilr,ijirk? .

jpektrum y('I') dari suatu operetor linier llerxiitien rer oatas

-' rti.e1eh rie1. DEl€,r., bagj,an ini aken di_per:riire. tkap oehwa

:Janye iruounga, entara teori spektr,el_ dan operator, linier
r.El-ant rueng itilbert,

-eoreili& 2.8.

i' ektrr-;u ('1') dari operator rlnier, n"er.illti-an terbetes ,r :
!

-- ---7 * pada su€.tu rul.rr5 hj_lber.t hoir;pleks ii oerada o.alam

-nterval- ter tutup L" ,ra] pa.cia sum ou r'ie-L , ,-iirnena :

rn = inf 4r"rx) ;

ll xlt= t

-Q,'..
I 

\Li, ii._

e Ct 1e-.L icr ot-

f, t t) ter-

:ukti :

f, tt) ielas berada d"i-garis r:iel oleir karena itu tinggar hg
:-ya rnenunjukkan beirwa set&ap oiiangari riel l= M +,c d.e_

i-s.&n c ) o terrnuat de,lam hi-.:rpunE,n r.esofvent ( ttl. untuk
seri-au xl uttenv=lt Xlt -1 ,lidapat x=lt ,ll v d.en

sup

ilxll -=1

(r",* )

iiup
tl ,ll= i

('rT,T )=6,x) tr.
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; eilngge

!l U

Ii r 7' :: \l

:rcagi iien5aii ll xll ,

: 11 xt[ . n&rena j-cu

t ( m pei;:cukrj-annyrl

-eo::e.ina 2.).
;ntLlk seti&p operator

:u&ng hifbert kompleks

li tll =m&ks.(tml

ilrnana m dan ir'- acialeti
I

)d

rukti :

i'er lu dik e tanui oeirwa

sup l(r",x) |

Itxll = 1

2+.

) " I (*,*)
("r*)Vi-M*7')

= " lt*ll 
2

O d.engen pen6&si-r,nsj_en. Jike c l[ x l{ Z

meke diperoleir xetideks&rlaan llt* ll >z

T e P Cii. Untuk duaiu oilangan riel
D C.rirq .

linj-er lielmitian ter oates f peda suatu
h ber.li ku :

- (,xrx)

li"\l >/

,llr,l ; = s*p.
tl x1J

seperti yeng
" i< rx, x)[
I

dinyeiakan cialam teorema

a sup [[ ,r*ll tt "ttItxl[ =1
= ll r [[ ,ye.i- ru

jl

I,l

I

r' < \l rll olne.ne. ^ menyEteken sajian puda ru&,s kir,i . ak&n -
ditunjukkan banwa li t'\1 Sr. .li_ke 'rz = 0 untuk semue z de_
nEan noriri l meka T'= o. Jeiara he1 lainnya uniu,, x GerigEn _

norrn 1 seol:rlj-kien hingt& ,lz I J, &.jj;3it v = lifrfi -+ ,Iz.
.i.aka ilri\ 2 = tirrll 2 = il-rll.jexa::ans, t,r;aii y1 = v + w

dan y, = v w sehingga d.e*gan per,hliunga^ ,iaju kare,e se
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j lunla.[ oentuk ii^eiuarkali

,);
L).

J.L i; - L,lr j-Lit jjcr.-i iiiii,

\-r,/....\/

= (,/ . \ / ,;_ _\\(_--'- 1 r <. Ztz/ )

- 4 [[ 'rll '
' rr ll-i .u -r.r.:i x = il Jlt 'J u.i;,erolei:. :

(,vlJ-r) 1iJ.,i.

jjekere.n5: unruk setiEp

y = [l vll " ilan

\(tY,r7 = II v[[ 2 l{r",x) t t(v il , 
,i;l, =, \(r*,*)i

= ', \lvll 2

Seningge dengan ketj-deksainean segitj-ge,

1.,\1tt,,y1) - (-'ryz,yz)1 4 l(rv'yr ) + \lrvz,yz)i

i'{ll y, ll' + llv2\l 2

= z..(11 ,ll 2 + \\wll z1

= 4i\ ll rrll .

.)ar'i keriiiaksajrr&en ini dan rJ1,.yi ,l{2112 = 4 ]lx 2

liper'oIeti bahwa:

4 ll u\\ 2L 4r, ll rrll
r'eren8 itu ll ,', ll ( x, dengan uieng,arnbj-i supremirn etes se-
;nu& z dengan mori, 1 maka cllperolerr ll rll Lx. ,ari kasus

l\r l[ 7, ir d.e,6 tl ,i ll 4 i( n,ake ciperoleh pers.nean :

tt rl| = sup [(,r*,*)i
ltxil = .l

iela.jut,.yr^ d.engan opere,tor, -Linier rierrnitien terbetas

vl

it cla
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86

.;

25.

I j-essosiEsiiiEii s.riL tu iaralii spektbal €. seden:ikian hing_
F r!'r' i(- {c-^-L u .-i-;.:rr.tr,Lii r"rritiik si-iatu repliesente si scekiral d+

- r-t ^:. .: . :-'.e :=ilSinLri A *ipe;€run&k^Lil c*,3;.r :oi. :

rn - r

rncr.kuedrat positip

Bn - ( t27-

i.g. onar€. ior

y&ng dinoi&si.iiEn derisen :

If'l = z (Bts + Ip ) ;7alg aiseoi_ir begian pcsi
;if ( poriiive pei:.i) ciari r,p

u eii- f ainili spek traL L oari r di-ctef enisikan iien.,an :

L=( d"^-)' re j,.

pro.yeksi deri il pada ruang, nul-l_ r,i(T1_

?*r

deri
lr2

)

,rr2,?-

iiila na .,J

. .,.+_i.'Il- ,?-

j e ter,usn.ya

p adalah

rl-D

+

r&n proyeksi

: €.11 Cen6en E

-l 2

2

T

,I

didefenlsi.[<e.n operetor-operator Oerikiit :

a1(I')' ( etar hut.iret fosicii ler.i ,I2

(r + 'I') ( beg,i&n positlf de.r.i _1,)

(e T') ( oagien neeerif d.ari t)

dari li pada rulnt nul1 t1ar,i ?+ jrn€j dinotasj_ _

yeitu :

,S : :', -fi>'i = ij(r+)

lLn ii.: 1 -J..i:t.i 
-- i e :-l j sie ti i+ ,1t. n ;*

Y=f+-T- dan B

.l i 
- 

,-GAUuI O-i uii -ii;L [; f eL aSi

,.+
--_11-i
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T < t+ ---- s?- L EI+

l ern :+
T>z p

. --tuk itu diti-n; eu

It'i1 tt*L -,J

If dI = -rp
::Ite, I? jo

L*1n-[rA , kerludian :

,,1* . ..-+, l-( rf

'i" \- = o,

serirue x e H.

I
rll \ rilrr p-, I L1-

It

olen seDab itu

k e tentue n-k e tentuan

o5 = o

E)*= 1

Ef* €

Ef ) = ri-

, ti.4.,>/o .

ciengan 't-r\ - dan

,,1* + il-)/t 0 ,jr-n

tF7/ tfr yeiru untuk

27,

reorcina u..1 O.

., :iLirLit ^' --J ,r i_ii t; it :i.: .:: ^:t._.,i :t=I:.iiit:l te:.tgtf S

:-i€' rusng iri-Lbert konroleis:1. o-:re:rJ.1inyE rrlselkEn E?_pro
'-.'i: si ceri ;t pe,cia ruEn6 nuii r 7- = -, t ri ; :e r.1 c:si€.il cosl-

+t: -'f lr.ri f?-= ,,-Fi. l.&n, L=(:1 7- ) *r_, etle-I*) ?-6I &dEiEn su&-
-':. iari:11i spektrel prtr& i-nter.var fr,u]Cr,., JirenE iri jen_[u

.:l.eiti .y&ng oiSelaskan pade teorerna sebeluxtnya.
- r"'f i

.- :. E o cii Ouk tikan :

C.

b.

,Jr- *

berikut ini :

den

; r'7- (I

; I Y7/O

= . IYiisalka" fzf, maka f7- = 'I!t- t" 4 ,f *

seh.lngga :

ri rtu7, l- 'rf, = ( /W-Y)r 7r o.
,.+a f 't*ad.alah helrnj-tj_an dan konutatirl

1 ,nf\tl-
. ,r,*' LIA)
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(ro r* *,* ) 7t 1fZ
,l- ni nienunj ukkan oc.riv/a 'i'+

ueni-,e n demikian N('f} )C

= ll t|, "ll? ?7 j
ti:u)tip'LrliL.rt Li.lr-n 

d" 
- u)

seirj- ne.gti + !E 
7,.a- 

dinrana

..\xtx /

}.=r-,/

,., ,, tr.\\rl& /

T< lu

iTl O rnEke df " * J untuk su&iu z. rrnb11 x = il^?' meka
2U1x = J? z = x dan tenpe kehifengan kelulluun&n dapat dia-

sunsikan benrva ll " ll = 1 , aki oerny& :

(rt,*x,x) = 1ryx,x)
= (.t*,*) - I-

inf 1'ti,i)- F
ttxll= 1

m _l) o

Tetepi ini kon[r:adiksi ciengan fFd..= -Ti <O .yLirE .iitle,

p&t dari,persamean :

It"-t"14 dan pe::sem€ren :

r+77o ; 'tv7ro ; TlwTto dan 't*77o.

Andaikan bahv*ra)-)iv., tetapi Ef* I sehingge l- EYI
maka (f Ep)x = x untuk suatu x dengan ll " ll = i.
harena itu :

{tptr dy)x,x > 1'tfxrx )
( r*,*) - )-
sui, (rx,x) x
'llxll= 1 '

1r, - I{O

v

il\"il
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29.

-'erapl iri kont.edii.:si iieng,en I7"(1 i tr) = 'ti77 O yeing

L: l' r' I .- * .':: f, L f'i- -:' e: S: l:-t- L:. :

ti )o; t777o ; t*r-7rl lsn ,t*r.u

iuga d.,, = 1 oleh kontinultas dr -i ru&s kanen.

i. Dengen sua,tu intervel A = (Pr7t"; ,j.iessosiaslxan operator
E(A) = np- EF. herenaT<y rneka t,7-!a* berdrser.kan

ke,s'rs e. sehingge .,:lp(n) I t 
n(il oan ,i(A ) edalen su&tu

proyeksi dan iuga lt(A ) )t o, oleh kerene itu diperolen :

ap|lo) = "'t" - olrr?-= Ep- dtr = d(A)

i;-;-:1 = --i; :tt

.LeLi p er SAm&e n :

ryt - + = :i, i:::r ir{.= -tV}

dan + adeieh positif dan konutarif),'llo,,

'lpd(A) = ?r,rotAl =

rnake diperol eir

-r'rr;(A ) 1 0t-

Hel lal rnen6ahlbattsan TE( A )1flrrt( A ] .i&..r .,'lA ) 7 1-:( A ;

qehi r^:-'c'-L t,'-

?*E(A)4 i'd(a) Altd(A) i d(A) = rf il/_

.Jengen memiselkur, fl ---> )-meka d( A )x --- r( l-); d,iuane

(r - EP )E( A)=,E(A) - E1 Cey-rp)=E(A )

liarene tr( A
I

be::dasar'ken

rl71 c ; ry27o ;

Pergandean lrull( A ) dan

Sehingge dengan demikiatr

'tfu>1 J oe n

ti "(A ) ed'areh

'l+ 7 u

j uga posi-tif .
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i'( F) eti.aleir terbatas dan ):erlritlan. harena X( A )

-:ilpoten riaka l(F) juga iii.eri:potel. A&relu ii.j r\
.-i€:tii pro.yeksi. Juga ts} ( F) = iit ts) Oer-iasi,ikan

- f- t t tr ) = -j seningge, i]iper oleii :

-j'J '

r,rr I r x _i
C{C-l-Cri :-

>, v:r -,c,
I _, g q- l!--r

i ei's&mE8I:

rf,rrF) = r'1tl o,Nj'\?-) = (r ots)5rrtr) - o

j.rr'ene itu rL"( L)x = J untuk sernu€1 x € r. rnj- menunjukkan

:eirwa t('F.)" € t1r!) akibr,tn.ya diperolen dli-t F)x = t(Dx
,'aitu i"-rttr; = i(F).

peroleir :

(r dr_)r(L) = I (r-)
.3ersarnaandenganl(F)=,Jcienganmengin6atE(A)x>

inj- mernouktj-kan d. yaitu f. kontinu dari rues kenanr. Jadi rl.e

:rg8n cterrrj-klan L = (riP d.alarn teorema merilenurri seroua keten
;u&n ketentoa,n dengan man& suaiLi f amili spei.; tral patla (rnrlli)

li-defenisiken.

-]arl peilOicaraan di ates didapat D&nv/a iiengen suatu operator

-inier' nerr;iitian ter Datas I pacia su&iu ru&ng hil_be::t kon-
pleks li dapet diessosiasikan suatu farnirj- spektrer- t =l dp.
jelanjutnys ake.n ditun;ukken bahwa dapat digunaken untuk

::ieinperoleh suetu representasj- spektraf ciar.j- f yaitu sye,tu -
iepresentasi integral yeng beIkenEan dengan A d&n se,lenlj--

r:ian hingga (r*,y2 d.isajikan disajiken dengen sueru integ
:e,1 iie:iann-stieltjes .ye i-tu susru integr:ai jeri x eies tar o/

ierll{,d&p w dan dinotasikan tiengan. , -f x(t) dw(t).
a
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)t.

I eoreme 2, 1 1 .

i.lseike,n i : H --+ ii cdeLaa operetor linler hernitian pada

rUtiU Irt-.i]i i-, -:la: " i l,:-:'l i':r,S ii .irLkt :

e. i ir.ejijl-lunyai- repreEentarri spektri.l
N_- rJrii-J
Ii-rj r tr L. = I.t 7.) a,ji ii .l:

' ' '- -:' -j" * 
.1 en6en i JenC.J5\JJIG i-,^a t, 

,r,

lx, ;v' = |-u I d'urt h ) ) = (t,^., ,, >

y&ns. merupake,n suatu j_ntegral trienenn itielt j es.

b. i ika p suaiLi polinorrrial d.alarir h d.en6lan koef ilsien

hoe l'islen rie1, scout :

i\F, =&,rT" - D<,.-., t^-'*
ine -ka opereror f (t; didef enisi_kan

^\rrrp(I) = dnlt' 1' ci.-7t_1'ftt-' , ;....... + X..-L
U

liienrpunve,i representesi spektr.ar
,yp(t) = J l.()-)ddL

;lt-J

dan untuk sernu& xry € H

tsaep

iamil i

untuii

, w(l

spektr:al ye.ng di-
Sriiirlla. ir.y'€ii

rluk ti :

m-O ditulis untuk menunj ukken bairwe harus diarnoi-I

j uuniua sL.i iu ilcn:r'i o'rrsi :i F = ;:: -ia, aA ;.uiiJ r, il *r. j-

iadi cien6an inenp,Eiiri&l:&ii a ( iri, d.apai ,iituii_s :

* &,
iienga n :

lu

{-o{p(r)x,v > = p(r)drv( F), vv(^) =(-sVx,y)

t erha dap

j')
f-
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)t.

-f ?-"\=

LJenge n cti.L -vr-nit SLiti€,,

1li

f P( h)i,r1
a

tlip ilih -s ua tu
(e, uJ dirnr,na

partj-si iir-ri

.}.
/ dil A_

I

1,-/-).i'I]n_ = p(m/L
t ' I-ll F.i di t

) .yeng meruDEken perrtisi dr,ri
' o. leJeni"i ?n e.dale;h si-iatu

in interval-intervel:

:I-

rf,J
m

I-
+ J p{

lll

ir.

= -{ P(

c osri sr,n 'r? "
e(n d.&n,!, 4

(e, bJ kedala.

1( Ar,j) = lhn, ?.nj cian perlu dicatet behwa L.;= h,;o,

AnJ ' rN-r; , funj
,l.entE n cc nJ L 5E :

tr?-r =

hifll-; s :

rlici{s 1(A-,) ---rr)
i '^.]

Dengan rnenai€runakan rurnus ,}-o(A ) < T,J( A ) 4 l,L,r("d )

untuk i = 'l ,..... rtr-'l . Sekereng diasurnsikan beri".r(Q.)
sedernik ian

nnn

f. T,'.r'( A,-,i) -< Z. r;tA niA Z 1"n3,( A ,rj)J=r J=l i_i

xarene lLn, = tr,j*l uniu.{ i = 1,.....,r-., 1en6;an menS['u

jika n +U)

den-c(A) =Ep- oI_

I"; €tA,rrl 4
Dengan per.l ur.:r,1r.rri n L tr.s j
n diperolefi :

untuk A = A nj maka :

'rE(A nJ) * f*no(dnj).
deri 1 sr,mpei n inekc. untuk se tiep

neken o. dari c. oar.i teoL,ijiner 2. tU. diperolei:. :
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4..,)

{<)-')'

,rlt't :\\- ,r't
i\! J/- I

A ,,, ) ---) ; ; ,- r. t- ;i ----)

.-., ir Ir.e:i5 ak: oe ;ku::,

-rq8a t (? n)1t
^en diperoleh :

n

7rl*"ro( 
a ni)

nz.
J- |

Inj'r( Anj) = 'r"r- F";)

n) aLt
uniuk suatu [>.;., ierdepat ii

setiap pernilj-hen dar:- i-, Q Ar,i

i,erene lJ 1. udaleh konstan untuk t( rl den untuk ].,.2. xt kliusus-

:iJ/Epernili-rian dari a ( m dan O ) t'h. Ini mernouktikari :

p( 
^ 

) = *.J" * drr_l F t-' * . n &a
,-'eorema aken dibuktikan untuk polinoniial-polinorrrle-L .yrng, di
ewali oengan p(P) = )-r dimana r € rV. Untuk k<TSH1r,

'T L En naka , Er olo= ,I" o7. = rJ pdan (dL - Ek) ( n *- ,u)

= dF tlL- d f r, ox,iln* ,n*., = af - nl*- .uk + ok = J
*ni menunjukkan beirwE X( Arrj)"j( A ,,u) = 0 untux J F k.

rl

- 'tr ,/

ii'

_- --4 I a "\
j= i

Ul^.-r...- 1i
j

d

unruk setiai-. /> o

seirin6. ge c.engen

tei:lepe.t n

ll1e Ii$,5-uiiax e.u

sec.eririki-En

I'uijii*S difrtes

nz
l= I

,i( A

(A"j)\\ <L

-iar j-sini ake n mengaki oa tkan

sedemikian hlngga n > N den

diper'ol-eh :

tl' A ,.'

It j=t I nJ
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)+'

adelan sLr€ tLr. proye-L.sri,11 AnJ ) 
s=tl( A- j )

i, . . . . . . meke akioei:.ye, rxaiL,iipei'oleir
-1 .r n 4 r' -r I - ,\ . .rt Ai.jl

I J=l

, ll, *f,,j-(A,.,r)\\r,ia;n ru..r;us llr j=1 .^d

[-n ,. 1r rr n ldanlZN"rctA^.) I : ZI",,(A,., )

L.r-, 
'-n'l'.-l 

J=1'nJ 
'-'nJ'

uiup teriradap t'r' se 0e o perEan.laen de,ri

lmer ter'c€.t&s adalan kontinu. tr€rr.ena itu
uVL)O ter,lepat sue.tu r\ sedernikj-an hing-

maka berlaku :

n4

i=1 
rrJ

u ilge kerette ,J( Anj )

-::ruk secir.p s = 1,

Tn/\
\ z 1,,;', A
L,=,

,ike per;iulrlahan iia

;ertutup teriradap I

lada ruas kiri ter't

Jperetor-operator 1

iengan cleiitirilan unt

E& uptuk semu& n 7,H

ll "
t,er'1u diketahui branwa j ike. suatu ol,.erator kornuta tif dengan

! meke openator tersebut juga konutatif dengan :

p(r') =o(rr'r'+$.rr.-1r'-1 * *o<or

'i'eor:eme ?. 12.

lrrisalkan I, : H---? tf suiatu operator linier helmitian teroa

tas p&dri ruang hilbert kornpleks 11 dan f suatu fungsi_ berni-

iei riel kontinu pud.e" f,,,,,,l.1irr,unu :

sup
[txll = t

(t*,*)n = .1nl (i'r," ) den 1!r =
tlxtl= 1

i{ir:ku f ( I) mefl}Dun;vei representasi spektral :

f ('r') = _f f ( h)drF
nt-d
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C
rjinra na C,

^ ail der:gan

\i,.-/-ir,L

(irF) e.le,lait lanrili
lc"- rt,ri,r- !-J.'g(. !r urr v <. o-,,,.iL X t ."

^r.A
rl
/ - ) -\ I /qrr\ I

,ii,-c)

)r.

spek Lr&1 y€,ng dj-esosiasi-

€ rr.

j, ;r.|; = (rf ",y))

2.11 untuk

kOefisien-

€ f u,,,,. ]

--.;kti :

.-:.Lfi Ji6.Lrnlkin iio iLSi JtnE S(;i.L Scpe::i treOl CIr,&

ieriap f7 O terciapat suaiu polinort,rEl p .lengan

.. ceiisien riei sederlik i-an ni-ngge. untuk semu& x

t 4ii?r_, ,.{-A_, 2
-] - " 

t |.\ I" j 

- )

:sn k emu-cl-i e.n :

ilr+[[ ttri - p(:L')

- e ia nj utnya ciik e taiiui behw' S "'' ^

, rnakrn rurilus, - +r, ;,' -i:':,"i 
= 

+u'".::;-:.;:,:
-a::tisi dipe,r:oleir :

- 2 L 1 *[ttt"r, ir(?.,,,l 'L(A nl < +'
) 

*- 

*r

..r;rrirnya karena p\I) = I ].( ts) i.tf oeldase^rken teorreii,a
rir-t)

- .11. ierilepet .'i sedernikian iri nss-e. r-rntuk sc.tiap n ) r\

riperoleh:

1l n 
1- \,rr1 A r -,,r,,, 1\<f'

\\ Z^ p(tsnJ)'r(Ani) i'\-.' tt- -l-
ll, J=l

Jenp:,n rrreng-Aune-ken ketidekse;naLn ini sekeri,ng. dapat diesti-
rrasi norm car j- sel-isih antere ft t'.r ,fen cer"ju::rlrhrn delern -
iriemann- stielt j es ysng bersesueiian tlengan integral dale,rn
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35.

1\;

(i,tI)x,,;) = Z r,(I) rr,( r), ;r. 2-, = 1,T;t,-;)
in-O

t\

-rItuk It )-I\ ien6.en i{etile,.stl.e-l:: seEi-::,i.-_i ._'_:.€ :i-.:erolei.t

nz
,i =1

f ( r-r)r(A-n)ard rr.J r r. F r\,\,)-, . ?-:lj ) ,' Ar"t )

. 3rena L7 o adalatr sembare ng naka :

a\f ,/ = r( >)drF oan (r(t)x,*) =

ii-

m-rl
+r Dc r.r,,,l,l\a\/ ),Jvt\l-l

- la leh ter ouk ti .

.\l z
J= |

il
r(r)tt=ltT

,r[f+ffr." r(r)llr,

M

{m-u
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iiA-3 Iir

P.rll\i.tsAilaSeIV

Pembehes&n yEng dife.kukati dalam D83 -r j-rl-i l-'ji,-it.. r'en-

ien€l i:epresentesi spektrel- d&n iiu3:lliiLilni'€. dengr,n cpei:aior

unirar;y delanr ruan€i hilbert. rrepresentasi spektral iili pede

hekeketnya ed.aleir pembuktian adan;ye iiubungan &I1tLr& teori-

ieorema s$ektel dengan operetor unitary.

rucungen,yen€l terjedi dal-airi he,1 ini aken ci.itunjukken delem

ce ber'e,pe teo::ema-teorema.

,'ecremt l, i .

uika U : n -4 ii adalah suatu operator .r;nj-erunltary pada

rrueng hilbert kompleks tt * t O],meka spektrum C(tj) adalah

suatu suoset tertutup darj- lingkaran satuan yai-tu :

\Ii = 1 untuk setiap F € C(u)

iukti r 
,

jengan teoreina 2.).o; t[ ,.l lt = ''l oieir karrena itu bet'cie.se,rkan

ieorems 2.7\AlIt untuk selruc t€d-tul. Juge o epOt
karene untuk 0, = J oper&ior' resolvent deri U eclc.laii U-1=U*

ii,entrrDt teoreina 2. ).c opera tor U- 1 edela]r operator unitary,

sehingga tt u-1tl = 1. '-leorema 2.6 dengan T = u dan ?to = o

menp,akibqtkan oshwa setiap F y"ng rncrnenuiri Itl< 1/l[u-tll=,

termuat d"e,l-arn f tUt. oieh karene i-tu spektrLur dari U harus-

Ieh berada pada lingkar&n satuan dan rnenurut teorema 2.>.

lir,gi::sr an i:i. sesui e,fal-eh'tertrutup. sehi-n"g€,e,J.apet didefenl

=4""" f(Ti uniuk suetru opereior i iei.tentu dan suriiu iungsl

kontinu f . ,enE-,bn c&r& !E;r\p, sein& rrraka deletr terseilut d.apa"b

Ji;-:-i::.ir.ii:. :-i::'i::-:- -,,i--:ii+:'-.i.ii,sl.: L: .i,:i ;''. J:'-i i '.ol Ltniti-r.'y.
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18.

i'eOIenu ). ..

,r.iStll.r,g,::-i:ii.--+l..S*t:.-uui':]i:3It1:CIUlliieIy!EJ€iUell5lnii

t..:i-i r.r-iti-ai":'i ir I I t3 ' 'r'&ks : :-r:':i: -];i';"i ::'':'i-i S'l:';':rai

I f- 1 :- .:, -. -:--i- :
Lz = . ra . ; ^r L- 7t, if -.1 

j: ';"'-''- =:^ r-:i-'; i :

rll L rfi/ 
-i6, = [ 1co: c r - i:il Br'1r';^u = ) c--J;" '- ) 1co: d -t ' 5--- o:r( " 

-E
jecare, LuiiLLm uoiuk seilep rurr6si dciiil-:''i i yang eidcfenisj-ke'n

:rud.e iin5.tbr'Lti sLtJLIl ,

r'[t
f (u) = 

_{ 
rrutt) dde

iinrene j,nte5;.a1 aJelarl dalEiil konVeItieIISj- opellator seregafll

oan untuk sernua xry e H,
.ti

lttU)x,y) = L f(eie)dr,v(e), ',v(e) =(r"*,y)
-T

,duk ti :

l.ken dibuktiire,n bahv;a untuk suatu o::erator uni-ta::y U terda-

ret suetu operetor }inier irerniitian ter:betas i dengan:

Cts; L-ft rTC 1 selc;rj-kit,:r :-rnog.arr)

-:.,
-L .)ij = e*- = Cos S -r i sin i

Jksistensj- dari S telah dibuktikan seper ri persarrlaan terse-
but di etas yeng diperoleh d.ari teorema 2.11. dan teorema
'). 12. ilntuk lebiir jelesnya meke, 1e.n[ri;an-1ang.ka.ir pei:iouktien

,F&ng dilakuken edaleh sebegai berikut:

e. --ii cui< ti-ken oaiiwe U a,le,iarr unitar,; 3,ai ru
i(a

.. L!)U-e**=cosS+isinS

-)r,,JLt litLiliskan sebigui :tr.

il-V+iW
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,.i.i-irrene,

x
,; i I , \ . l| - 2\U -1- U ) t rr = .:-

ir n ii oux cii;e n ct.r.;,jE ;

.\
rr i i

,iLn ri 6-iaie.r. lr,.:,;-ii].a.:t tLi.

-i-<rd{<l

ia--reliCiki oe berL'Ja n c iJniru€,it-i-ieteniuLri u€,ri

F,( 'i ) = &rc cos t' ian A = sin tt,( V )

Akt rI dibuktikan btnl,;a oDer.Ltor S yaiit cilinginken
- i. r. ^ .o uc acill

S - (2i I)(arc cos v)

,-iimana i ale,lah prro.yexsl dari li paia -r(vi A)

Selenjutnya peinbuktiannya akan disa )LrLn sebagai_ oer:ikut :

a. Jii<a S eoalah terbatas ,Lan hermitian ms.ka berdasarkan

teorenra 2.i1. dan 2.12. tiaka cos S dan sin S juga hermi-

tien dan oL':retor-opeletor ini juga ade-lah komutatif.
I

Ini rrenE&ki oatlian trahwe lj a;e-iari rinitar.,i oien kar:ena :

*iru = (cos S + i sin S)(cos S i sin S)
)'s(ccs i)' + isin S)'

= (cos2 + "in2)(s) = 1

seiringg,a dengen cer& yeng sam& maka U*U = I

o. 1reher'irritianan dari- V dan t'i uapet dipenuiri ber,c].e,sar.kan te

orem& 2.1, karene UU* = U*U - I diperoleir :

vri = v!r/ juga 
11 

uli = I[ u"ll o"n :,,enurut teorene

?. ) ;nt.ka llt:it6;i.kibatkan :

C.

,:1, .

llY\t *1,
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40.

Sef e.nJ uirl.),L,

;:) 4

7T,-.,-/z &rC sin F

[ ( "^ 
,*>l4ll ,'" llf {l,.ll ( ll v ll

-'r,ir ,/.-\ r.,

ieterusnJr J.r

i1; erol-en :

("",x> < 1*,

'l - zt ('u + t-,* )

ll"
x)

dan

2Il ! 1*,*)

tl/ = ii(tr u")

v2 + il2 =-[

dengan perhltungan langsung

r. rerhetiken :

r, Fz = tIC cos l

,eret maclaurin pa.le ruas kanan konvergen untuk lfl 
= 

i.
r\onvergensi di P = 1 rlidasarken parla kenyE iaen oarrwa cie_

ret erc sin l-rneorpunyai koef isien-koef i_si-en nositi_f , ke
renen.ya suatu barisan monoton d.ari perjumlanan pars1l sn
b1l-e l > Or ygng terbates pe de (C,1) karena Sn( F) {. arc.
sln A <E/a seningge untuk setie p n rer,ientu diciapat
sn( ?. ) ----: sn( r ) 4 Ttz sebegeirnena F ___+ 1.
honvergensi di F= -'r diperoleh lengsu,g d.ari ketentuan
di T= 1", selenjutnya karene ll v[f a r yeng mengekibet_
k cn be hvra op era tor :

g(V) = arc eos V = E/r l v - 1/6 yl
edall.h exist dan hermlti-an.

iekef'Enr, :i+ir'ni :i -- =,-

.t. : si_it 6(V)

lni merupekern sua tu d.etet perpangxe.ten de:lern {
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tia, I ini ri1enit k i 5e trE t-t 3i:rn's-

tt,i;if Cen5:,e,n V ,inl Vil = nV

-r ri i .isn,'. -w:: uIi UUilF.F*:1 I . DeI.lt SaI.a l'-

cos E\Vj - i

i- -i c -L_L

e'y. t a.

.ls v

l4+t.

t.^.,-..
-f'.jii: Li-

!{ cm u-

:l€ kE

:-inEga :

')))).iL + A' - (cost + sinc/\E\r// - 1

rLTi V2 r ,r'l - I ak&n rneflp-nrsiLnel.1 ,,,2 = A2 olcJI
1tu dapa tleir o:-af 1,'i.xasikan d.an disiii,pulkan bahv,,a

,Y = ('2P - I)r.

J ii<a rvx = 0 men6qaki batkan px = x dan I konutatif dengan
dan j uga den5ian g( v) se ba b keciua opere tor ini kornuta tif
dengan i'r - ],.

Sekar:ang defenj-sika.n :

s = (2P 1)s(V) = e(u)(2P r)
J elas bahwa s arl.eleh herroitian sehingga ekan rii ouk tikan
batrwa s rnemenuhi- pade persemaan : tJ - "iS= cos i+i sin s

irnbif k = )-2 Jan Jefenisiken n., dan h, dengen :

h1(k) = cos F= 1 - *ll-2+
h2(k) =sin[=]-#tr*

-r'ungsi-f ungsi ini exist untuk semua

proyeksl meka (ZY 1)2 = 4y +y +

leh :

52 = lly t)2 p.( u) 2 = g( V) 2 dEn olen Ders&maan

cos g(f) = V sehlngila cos , -2's = li,(s')=h1(c(v;2;= cos g(y)
= [ dan akan ditunjukken oahwa sin s = rv .1an denge.n. meng-
gunakErr pers&ln&.en :

kerena

aaa.aa

k oleh kerene y edalah

1= l seiringp.a dipero
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A = qin

DAil U

+2.

nLks diperolen

I
I-

g(/) serie il = i2p 1)A

, , ..2,>it2\) )

(2i 1) s(V)12,rtv)u,,
(2i i) sin g([)

lZy L)!. = W

1 ,r.- 2
It
1 a-j

TI_ I

peISem&an r:

(8,* rTCt) = -) e-" ,1u. = ) (coS e

-fi -t
dan pers&ro€,, €-o

l(L : _

t'(tr) = ) f(eto)d,.u(s)
-T(

diper'oL eli ,lr."r'i DeltsErtaari :

U-uii=cosS+isi-iiS

rken ,iiiunj ukkan bahrva frt S ) ( >E,Eolen karena [o:re ccrs 7-l

A f make ll s ll<Aoan karena

batEs sehingga flcsl edateh

; i-rkkan (-t s; C f^ rc ,TT7
Iiiselkan (Er) inerrupaken f aniili spek tr:a1 deri s sehingga

t i sin e) arf.

den tei-'reme, ?, "r2. untuk oper:&tor ri.nier, herriiit,ian teroa_
tES' secere k.'.,usu.s dane, t ci-'i c.irroi-r - Ti, ".cagai lirnit bawatr
,lot.i i n t.r,-n(..ri ,!, -1 r ,- ^..-.,fuu.i-i j-.u!usj'trii,-ii-iLiit p,ci-{&jliig.r,i:stgs tenne nrerl 0atesi ke
ulnurir-nnye derig,€in e-LssAn se O*,gai oerikut :

S adaleh r-rerrnitian serta ter-
riel dan teorerne 2.7 . tnenun-
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+).

t'i!,€, iL-r-,rcre:^ s-:;'* ::ti-t s;e^tla, seJJ.r::.lsaii:;i \:_l
,t,

."*'J.c.;.-.. '--- -.i:,.--.6_L -_1f F ,, L--: l.:^ -:_: i -, ::i^m::: _ Tf _ v S=_
-(L

-:,a.L.i- 3t:=S f€-i';€:r- ilAI,i in:eaIt.Sr l:- I E-t, ,:.--=a:-A---:.:eil.S ,

Ii .'.l Se f i; i3i-i:rtg,E rL 6L ilrianel -ir- :L: l- ii- i::,!r i.i-p ei cl-el ira:,

sii .v't Ii1 s&jjr& cien,-lIi ;l.c.tIE-p.Ltntdr n j ..'i :1,,- -.Li .i.-.-criisiierl
n

,is,r. c,. .

rJ
jj =111E 

L,.
; d_r

3 ixa e

jika -It
; ii.re e

= -lL

1e 1fr
=ID

oaw&h de:ri i_nlegre,,
o

51

u= IJi
I
(cos e + i sin e).1:^

sertra

kontinu di e = - TC seiringge bate s

.\rsi-iu - Tf, dalarn :

TT
ia

vu!
e {

-fE
,rE

r(r) = J f(ete) ,rts"
-7C

deras berreku, seningga cen6an der;.ix1arr rnake ceroLSrr:.rian

pelnbuktlan deri e sL,npel denian c de.pet i1j-ainbil kesi:rpu-
len o&liwa teori spektr'ai dan operator unitary Inenlpunyaj_

hubungen €1tau f ernili dale,in ruanfr, iiil bert.
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h E.s

v

ULAi\

ilei:i hasil pem0eitastn yrng dilaii'*kalt .,,.& ja ria o iV, lir,-

ke dapet rlienbll suatu kesimoulen seoagai ceriilut :

ri.iselken U : n ---? n untuk operetor unlte.r.y peoc rueng h.il-

cert kor,cl-eks i f t a].rr.ekr ier.dapat hubun.,an antara tecri
spektrel dan operetor unite:ry dal-am rueng irilbert yaitu :

C f --TL= tde) neoe L-/t,lLJ , se.tei:.ikisp fufpo,,r-

Bl-ts

IUP

l le siC
u- 

)O "t"JJ" =)o (cosa+i

iecara rmum untuk setiap f ungsi_ kontj.r.nu f
.:an paoe lingkaren satuan :

.E/
l(llr = I rr.lO'ul = J r(c ) ode

-7C
rimana integral a,tlafeir dalem konvergensi

r:n untuk semu& Xr.y 6 ,r,
^r,/,,,, \ t ie,<r(u)x,j/= J_ l(e--) ow(er

^imana, w(e) =(Er*r;;

sin e ) d,U'e

yE.ng didefenisi

oDerator serLgEni
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