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studi pembehesen tenteéng kesus-kesus tersebut delam tuli-
san yeng mengembil judul : " Hubungen antara teori spek-

trel den operator unitaery delam rusng hilbert ".

1.2. PERUMUSAN MASALAH

Suetu oper&ator linier terbates T : H --- H pada ru-
eng hilbert H disebut sustu operator unitery jike T ada-
leh bijektif den T' = 17 dimana T' merupsksn operator -
hilbert-adjoint deri T. Teori spektrsl sdelsh sustu teori
yang menyangkut ketentuen-ketentuen spektrum (himpunan se
mue eigenvealue), himpunen resolvent dan femili spektral -
deri suatu operator tertentu. Uelem tulisen ini permssale-
hen yang aken dibahes adslah seberapa jeuh hubungen enteara
teori spektrel dan operator unitery delam rueng hilbert,
yeng menyengkut begeimana ketentusn ketentuen spektrum, him
punen resolvent den femili spektral dalem operator unitary

keitannys déngen ruang hilbert.

I.3. k s 2 0DOLOG1

Delam penusunsn tulisen ini penulis melskuken suastu -
studi literatur dengen menggunekan metode deskripsi den me
tode pendekatan teori yaitu dengen menguraiken kemudisn -

menjeleaskan.
I.4. TUJ U AN

Dalem tulisan ini tujuesn yeng eken dicapei sdsleh un-
tuk mengetehui seberepa jsuh hubungan sifst-sifat den ke-

tentusn-ketentuen teori spektrel dan operator unitery delem

rueng hilbert.
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l.5. Kk o G U N s A N

1si keselurunen delem tulisen ini secere lengsung sken
menembeh wewesesn pengetshuen penulis delem studi enalisis -
fungsionel xnususnye tenteng teori spsktrel den operetor uni
tery den nubungennye dengen rueng hilbert serte bsgi pers -
pembeace gken bergune untuk mempelejeri lebih jesun tentang -

teori spektrel den pemaskeiannya delam persoslen-persoelan -

metriks.
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BAB II : 4.

LANDASAN TEORI1

Sebelum dilekuken pembehassn pade pokok pefﬁas&l&han
delem b&b berikutnys, meke sebsgsi landesan teori di delam
beb due ini sken diberiken teori-teori yang mendukung pads
pembehasan tersebut. Teori-teori yeng dimaksud adelsh urai-
an den penjelasan tentang pemetsan isometri pede ruang met
rik, operator linier atsu operator linier terbatas pada Tu
ang bernorm, operator hilbert-adjoint atau operetor unita-
ry pede ruang hilbert, teori spektral dsri operetor linier
terbates den ketentuan-ketentuan spektrel deri operator self

edjoint linier terbatsas.

1I.1. PEMETAAN ISOMETKI PADA KUANG METHIK.

Di dalem garis riel k jarsk entsars setiap p&sangen ti
tik x,y &R didefenisiken sebagei herge mutlek dsri selisih
kedua titik tersebut yang dinyztekan dengen d(x,y)zi X -y '
Pernyateen ini sken digenerslisasiken kedslam defenisi beri-
kut.

Defenisi 1.
Suetu himpunen tak kosong X dan sustu metrik d yeng didefe-
nigiken pasde X x X, disebut suatu rueng metrik jike untuk se

mus X,y,z € X memenuhi sxiomae-sxioma :
a. d(x,y) =2 0
b. d(x,y) = O jika dan hanys jika x = vy
c. d(x,y) = d(y,x)
d. d(x,y) &£ d(x,z) + diz,¥)-
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fernyeen c) dari defenisi sestu di atas.@enunjukkan -
oehwa fungsi jerek d adelan si.etri dsn pernyastesn d) di-
sebut sedegeli ketidaksameen segitige. Secsres umum d(x,y)
menysteken jerek &entere titik x dengsn titik y.

Sebegei conton, bideng euclidean R2

&deleh suatu metrik de
ngen metrik ysng disebut metrik euclidesn yang didefenisi-

ken dengen :

d(x,y)

= }
\/(31 -0, )+ (&, -mp)°
untuk semue x = (2—1.22), y = ('}1],7]_2) &Hz.

Defenisi 2.

kiselken (X,d) den (Y,d') edejeh rueng metrik meka :

1). Suetu pemetesn T :X ——» Y disebut sustu isometri
Jika T tetep mempertshankan jeresk yeitu untuk se

mue x,y £X :
d'(Tx,Ty) = d(x,y)

2). Rueng metrik X disebut isometrik dengen rueng met
rik Y jike terdepst isometrik bijektif dan on to

deri X ke Y.

Jadi dua rusng metrik yeng isometrik boleh Jedi berbede pea-
ling tidek oleh sifet deser deri titik-titiknye tetepi ti-
dek mempunyei perbedsen deri titik pendang metrik yeng di-

defenisiken pede kedues rueng metrik tersebut.

UNIVERSITAS MEDAN AREA




I1.2. OPERATOk LINIER PADA RUANG BEKNOKM

Suetu rueng vektor stes field Kk sdelsn suetu himpunen
tek kosong X dengen operesi perjumlehen vektor aien opersasi
perkslian vektor dengen skalar sedemikien hingge untuk se-

mua x,y,z € X dan 0";(5 € K memenuhi

1) e X +‘Y =Y + X

2)e X+ (Y +2) = (X +Y) + 3

3). d o €X sedemikian hingga 0 + X = X + 0 = X

4). J(-X) €X sedemikian hingga -X + X = X + =X = Q

5) e X(X + ¥) =0XX +¢Y

6). (P(+/3)X = XX +/3X

Do (Br) = (xf3)x

8). 1. X = X
K disebut fi?ld skelar deri ruesng vektor X dan X disebut
suetu rueng vektor riel jika K = K serts X disebut suetu ru
eng vektor kompleks jike kK = C
Defenisi 3.

yeng didefeni

Suetu rueng vektor X dengen sustu horm ",
sikan pada X disebut sustu ruang bernorm jike untuk semus

X,y € X, memenuhi eksiome-eksiome berikut ini

e). f) x|t

{{ X Illl 0 Jjiksa daﬁ haiya Jike X = 0
c). || Xx ,

oo el £ H e |
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Suatu ruang bernorm yeng komplit yaitu komplit dalem met-
rik yeng diinduksiken dengen norm d(x,y) = Il X -y " -
untuk semua X,y E X disebut sustu ruang Banech.

Aksioma 1) sempei dengen 4) deri defsnisi 3. di stes un-
tuk suatu norm adeleh disugesti dan dimotivesi oleh pan-
Jeng t X | dari suetu vektor x dslem asljaber vektor ele-
menter. Sehiﬁgga dalem kasus.ini depat ditulis " A \‘ =

l X ‘. Kenyeteannye eksioma 1) den 2) menyateskan bshwa se-
mua vektor mempunyai panjeng yang positif kecugli vektor

nol yeng mempunyei penjeng nol.

Defenisi 4.
misskken X dan Y adaleh ruesng vektor ates field K yang ssb
me. Suetu pemetsen T : ~—> Y disebut operator linier jiks
untuk semua x,,x, € X dan 7B € K memenuhi

0 KXy -F(_%xz) = ?QTx,I + ﬁTx2
Defenisi 5.
Misalkan X dan Y adalah rusng bernorm dan T : X —» Y sua-
tu operetor linier. T disebut operstor linier terbetas jike

terdapat sustu bilangan riel ¢ sedemikian hinggs

fl ox 1 £ o f} 2}l
Sekareng timbul pertenysan, Yeitu beraspeskeh nilsi terkecil
yang mungkin deri c¢ %edemikian hingge 1) mesih dipenuhi un
tuk semua x € X dimena x # O. dan ketidaksamean 1) depat -

ditulis dengen :

ol ,

TEXT
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4 8.
Ini menunjukkeén ob&nwe ¢ peiing tidek herusleh sebeser sup-
renum deri ruas kiri yeng diembil ates X -'{Q}. Uengan de
mikien jawaben untuk pertenysen di etes yaitu nilei terke
cil yeng mungkin deri ¢ delem 1) edelsn supremum.

Besaren ini dinotesiken dengen V1 T 11, jadi

R ll = sup lL—EE-ll

xex x|
xX#0

den |} T {l disebut norm deri operetor T. Sehingege dengsen

c =111 \l, ketideksamesn 1) menjedi

Wex{l & tlab) (i<l

II1.3. OPERATOk UNLTARY DaLalM KUANG HILBEKT

Didelem eljebar elementer, perkelien titik (dot pro-
duct) deri dus bush vektor &ken menghasilkan skelar. Dan
daelem pembicerean tentang ruesng vektor pernyateesn ini skean
digener&lis}r'ke dalem pengertien inner product seperti -

yeng didefenisikan berikut

Defenisi 6.

Miselken X su&tu rueng vektor, suatu inner product pada X

adsleh sustu pemetsen deri X x X ke K yesitu dengsn setiep

pasengan vektor x,y & X diessosiasiken suatu skalar {x,y7?
sedemikien hingge untuk semus x,y,z € X dan oK & K memenuhi

eksioma-aksioma berikut

1) £x,x» 20 dan <x,xD=04&=px =0

Ll

2) e LX,¥y> de,y)
3)- <xQY> = <§TI->
4). Lx+y,zY) =<x,2) + ¥,z
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X dengan suatu inner product yang didefenisikan peada X dise
but rueng inner product den suatu ruang inner product yang

komplit yaitu komplit delem metrik yang didefenisiken de -

ngen inner product d(x,y) =\/<{x-y,x-y> untuk semue x,y€ X

disebut suetu ruang Hilhert.

Aksioma 3) dalem defenisi 6). di stas tande bar menystekan
konjugasi kompleks. harens itu jike X adeleh sustu rueng vek
tor riel maka<<x,y>' = <fy,§?.hari eksiome 2) sempei 4) da-

pet diturunken formule berikut

‘<0€x +ﬁ¥iz> = 0(<X,Z>+@<}",Z>
<x’0<Y>: C;C<X,,Y>

Lx,oty+ 32 = X<x,y 0 + [3x,2D

dimens £ dan /3 merupeken konjugasi kompleks darie< dan

f3 berturut-turut.

L]

Defenisi 7.

Suetu rueng vektor X disebut direct sum deri dus subrueang

Y dan Z dari X, ditulis :

X =YY@z
Jika setiap x ¢ X mempunyai suetu representesi tunggal
X =y+a2z (ye Y, z € 2)

Dan Z disebut suatu komplemen aljeber deri Y delem X dan
sebaliknys.

Dengen cere yeng same dalem kesus rusng Hilbert umum H, rep
resentesi yeng diinginken dari H sdsleh sustu direct sum

dari suetu subruehg Y dan komplemen ortogonalnye :

UNIVERSITAS MEDAN AREA
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J_ET%, YELE nierupeken nimpunen serds v
Wy -vEiler yeng ortogonel ternedep Y. Selenjutnye jike un-
tux setier x € : terdipet suetu y € { sedemixien Difgce

X =y + z, z €L =¥ .
meke y disebut proyeksi ortogonel deri x pede y.
Fersemeen diatss mendefenisiken sustu pemeteen :

P:H——syY

X|—— y = Px

I disebut proyeksi( operstor proyeksi) deri H pede Y meks

Jeles oehwe F edeleh sustu operetor linier terb

i >, 3
["Rs

m

r memeteken H pede Y, Y kedirinye sendiri den 2 = YL Re{b},
serte P edelsh idempoten yeitu P2 = P jedi untuk setiep :

2

x €H meke diperoleh P¢x = P(Px) = Px

Lemme 2.1.
Jike <ﬁ1,wf>= <ﬁ2,w;> untuk semue w delem rueng inner pro-
duct X meks vy T Y, khususny&<<v1,wf>= U untuk semus w € X

mengekibetksan v, = 0.
Bukti

Uengen pengesumsien untuk semus w,
<v1-v2,w>=<v1,w>~ <v2,w> =0 :

untuk w = Vq = V, ini mengekibetken Uv1 - v2” = 0 olen ke

rene itu v, - v, = O sehingge Vy = Ve hiususnye Lv,,wp=0

dengen w = v, mengekibetken 1leH 2 O sehingge vy = Q.

UNIVERSITAS MEDAN AREA



vefenisi B.

wiselken b

1 den H2 edeleh rueng nilbert den pemeteen &

9 —— H2 merupeken su&itu operstor linier terdetas, miexe
5 g - ¥ ; i L *
terdapet operetor nilbert edjoint T deri i dimene 1
Hy, ——> n, sese.ikien ningge nntuk semue X &_h1 den y€ ﬁg,
. ; e o 2
LIx,y > =X Ty,

- - - ’* - = .
henyeteennye operetor nilbert edjoint 1T deri 1 seperti -
yeng didefenisiken di &ates sdeleh tunggel den merupeken su-
etu operteor linier terbetes dengen norm :

i *

S | I
Lemme 2.2.
leiselken A den Y sdeleh rueng inner product den Q : X —> Y
sue tu operctor linier terbetes, meke :

L]

€. ¢ = O jike den hanye jiks <{Qx,y>?= 0 untuk semue
x £ X, y €Y.

b. Jike Q : X ——> X, dimene X &deleh kompleks den

Qx,x = 0 untuk semue x & X meke Q = 0O

€. Q@ = 0 memberi arti behwe (Qx = O unpuk semua x e;A den
&kipetnyse <Qx,y>= <0,.Y> =0 <W,Y> = 0
sebeliknye, <:Qx,y;> = 0 unvuk semue x den y &ken menge-
kisetkan Qx = O untuk semus x berdesgssrken lemms 2.1 ke-

renenye Q = O berdaserken defenisi,

UNIVERSITAS MEDAN AREA




0. veri pensemeten, < Qv,v ) = O untuk setiep v = x+y € X

L

Fea
d= &g Exeg¥r, ma g

(K axx >+ iy D e XL wyy 7+ Xy %)

1

Due suku perteme pede russ kenen seme dengen O berdeser-

ken pengesumsien den X = 1 gken mengekibetken :
GX, ¥ > + <G'.fo‘> =9
K = i menjediken X = -i den

0X,y ) - <ﬁwﬁi>=o

vengen menjumlehken kedus perssmeen di stes meke dipero-
leh (:Qx,y:> = 0 den berdeserken pernyeteen &. meke
Q:Oo
Teorema 2.1.
i se H i le Tu=ng ni t > o4 i
iselken 1 dean h2 edelen =ng nhilbert, oS 1 —— h2
den 1 : H1 —_— n2 masing-mesing merupeken operstor linier

terbetes serte o € K, mekes :

m
%,
=
*
L]
e
N
1l

Ly,mx "> dimene x €H, deny gh

2
* *
b. ( 3 + 1) = 35 + 7T
c. (1) = X7
d. ( rI\ ) - l\

‘@

.
———
e

s

k=

—
w——
1

I
0&—> 1T =0

T 5 dimene 4, = n

11
—
poettiy

=)
.
—
no

#*
f. T T

*
g. (3ST)
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Bukti :
i ; 5o .y G o e .
€. Veri detfenisi, 4:1?y,x >'= <ix, L y)’ - <:lisy:>:‘\J,¥X§

b. Juge deri defenisi penwe untuk semue X den y

=

Lxoi540) ¥p= {(5 + 1) x,5)
<b‘x,y> . A‘l‘xh}r7
(x,8"y Y+ <x,075 S
<x, (b‘* + 07 ) .Y>

*
sehingge menurut lemme 2.1 : (S + 1) y = (S*+¢*)y

1]

I

o

untuk semua )} sehingge (S + T)* =3 + T*
c. Untuk pernysteen ¢. ini depet dieflikeaesiken lemme 2.2
e. Untuk ¢ = (¢ 1) - X 17,

< 0<’i‘)*y,X> = £ 5.4 % g
= {y, o< (%) p
= 52<{y,Tx‘>
= 52<T*y,x>

= dxX 1y, xy

*

#* * %
de (T ) yeng depst ditulis dengen T same dengen T sebed

untuk semues x G_H1 den y G;Hz berdeserkan pernyateen s.

*
den defenisi deri T mskes diperoleh :

<k'l‘*)*x,y> = <X,T*y> = <’i‘x_, y?

*
sehingge dengen menggunekan lemms 2.2 untuk ¢ =(T )=-T

W
meke (1T ) =19
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14.

*

. - . e L 1 I *._ v Ty 2 *
vepet dilihet behwe ' T : H, —~——> n2 tetepi IT
|

[}

<AL e x|

= el 4"

Dengen mengembil supremun &tes semua X yeng mempuny&i -
2

norm 1, diperolehn : H T\ < “T*Tll. hemudien berde-

serken a. diperoleh :

ol <leelf e el = o2

Sehingge llT*TVI = H TQ[2, gentiken T dengen 7" lelu

gunsken persemaen 5 sehingge diperolehn :

el - et g

Fh

. Berdsserken pernyeteen €, dengen jeles gken dipenuhni
1

*
T = 0 Jjika daen hanys 2ike T = 0
g. Dari defenisi,

Lx, 30y > = L(sMx,y > =<Tx,5"y) = Lx, 25"y )
Sehingge berdeserken lemma 2.1,(ST)*y = T*S*y untuk se-
mue y yeng mene mengekibetkan (s1)" = 12's”.

Keles- kelss deri operator linier terb&tes yeng senget pen-

ting delem eplikesinye depet didefenisiken dengen mengguna

ken operetor hilbert-adjoint di &atas.
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Suetu oyer&tor linier tervetes T : it —> 1
oert disebut :
a. Self-edjoint eteu Hermitien jike I = 7T
T r s+ = - ,*
b. Unitery jike T bijektif den T = o

. . .y T * = *..
c. Normal jike T =21
Teoreme 2.2

kiselken T : H —— 1 suatu operetor linier terbetes pede
ruang hilbert H meke
g, Jdike T hermitisn, <:Tx,x:> adeleh riel untuk semue
X £ H
b. Jika o edelen kompleks dan <:Tx,x>'adaleh riel un-
tuk semus x &€ H, operstor 1 &delen hermitien.
L]
Bukti :
&., Jike T edelen hermitien, meks untuk semus X berleku
<‘l‘x,x > = <T,'J.‘x > - <1‘x,x>
sehingga <1Tx,x7sama dengen konjugasi kompleksnys keare-
n& itu <:Tx,x~> adelen riel.

b. Jiks <:Tx,x:> adeleh riel untuk semus x, maks

<‘l‘x,x> = <JF;:;7 = <x,‘l‘*x> = <'I'*x,x>

sehingge

g = <‘i‘x,x> - <‘J_‘*x,x> = <("i‘ - 'f*}x,x>

UNIVERSITAS MEDAN AREA



*
wurut lemme 2.2, b, ' = T = 0 sebab H edalsh-

oy
m
o}
|
¢
o

ixut inl eken diberiken suetu teoreme yeng khusus membi-

cersken tenteng operetor unitery.

Teorema 2.3

kiselken H sustu rueng hilbert, U : H m= 3 dan V : H—>H

edeleh operetor unitery meke :

e. U edeleh isometrik yeitu [{Ux || = || x || untuk se
mue x € .

b.Ull =1, dimens H £ {o}

c. U] ( = U") eadelsh operetor unitsery

d. UV edelah operetor unitsry

e. U &adelsh operetor normsl

f. Sustu operetor linier terbates T pede suetu rusng
hilbert kompleks &1 edeleh unitery jike den henye

Jike T edalen pemeteen isometri den surjektif.

Bukti

a. | Uxue = {ux,Ux ) = <X,U*UX>= Cx,I1x ) = ”KH‘2

dimene 1 pemeteen identites.
2 2

Deri &. yeitu llUx\\ = \!x}‘ didspeat [[Ulj = 1

Karene U bijektif meke U™ juge bijektif den dengen teo

reme 2.1.
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d.

e -

11.

A

17.

UV edelen pijektir den tsoreme 2.1. memberikean
el i, o - . = o g -
(v ) = v u = v v = (uv
T I e e =%, ._ T *.
ner=ne LU den Lo = uJ U = 1 M&KE& vu = U U yeng me-

nunjukken benwe U eaelen sueiu operetor unitery.

tndeiken I isometrik den surjektif aimene isometrik me-
ngekivetken injektivites, sehingga 1 sdelsh bijektif.

* i
sken ditunjukkan bshws T = 7 L

{'I'H‘x,x? = <"1‘X,'1"X7 = <x,x> = <'i‘x,x>

sehingge :

. Jvengen isometri,

#*
<<(T T - l)x,x> = 0 den menurut lemme 2.2.b. :

'*r . *
T-1I =0 yeng mengekibetken 1 T = 1.
Karenenys :

i * -1 o oM s .

T, =17 (I ') = (D )T = 1T =1
el 1 ; * ¥ . - % -1
Verlsinl diperoleh : T ¥ = 44 = 1 sehingge T = ¢
yéng menunjukkan behwa T edeleh unitery. Sedang seba-
liknye Jjelas dipenuni sebab 1 &deleh isometri perdessr

ken pernyateen &. den surjektif berdeserkan defenisi.

4. TBOK1l SrEKTkaL Dsk1l OFsksTOk LINLsK TukBsTas.

Untuk suetu metriks bujur sengker (riel ateu kompleks)

(D(jk) berukureén n X n, konsep-konsep deri eigenvelue

den eigenvektor didefenisikan dalem bentuk-bentuk persemesan

LXK —T-lx

sebegel berikut
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18.

Defenisi 9.

sigenvelue deri suctu metriks bujur ssngker £ = ( Ck{j,)
edelen suetu oilengen /‘ sedemikien hingge 4x = ?\x mempu-
nyei suetu penyeleseisn x # 0. 3edeng x diseout eigenvek-
tor deri A yeng oersesusien dengen eiecenvalue [v . sigen

vektor-eigenvektor yeng bersesusian dengen eigenvelue ™
oerseme-seme dengen vektor nol membentuk sustu supbrueng
vektor deri x yeng disebut eigenspsaces deri A yeng bersesus-
ien dengen eigenvelue 7h . Himpunen semue sigenvslue deri £
2itulis G-LA) disebut spektrum deri 4, sedang komplemen J(4)
delem bilengen kompleks yeitu f7(A) =C - Grkﬁ) disebut him-
punen resolvent deri 4.
rerlu juge diketehmi behwe perssmeen distas devet Juge ditu-
lisken delem bentuk :

(4 =~ 1)x = 0
dimene 1 edeleh metriks setuen berorder n. rersemeen ini me-—
rupeken sistem homogen deri persemeen linier delem n bileng-
En enu 21,........211 yeitu komponen-komponen deri x.
Jeterminen deri koefisien-koefisiennye sems dengen determi -

7“1) yeng mene herus sems dengen nol supaye perseme-

nen (4 -
en (&£ - 7\l)x = 0 mempunyel suetu penyelessien x £ 0. lni -

memberiken persemeen kerekteristik deri 4 yeitu :

10_{”-7* ‘,(12 e essnse 0(31'17

et(s - D=={ 0@q o =T on | =9
. < . ~
LO<I1’I o<n2 Xon -!J
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: 19.

iet (& -?ﬁﬁ ini diseopout determinen kerekteirstik deri 4.
menyedernenekennye meke &ken diperoleh sustu polino-
iel operderejet n delew yeitu polinomieal kerekteristik dsg

. . . . & ;
ri k. 3ekereng niseliken a #'{OV suetu rueng oernorm kom -

-~
cleks den T ¢ J(1) =——p i &delen suetu operetor linier de-
1cen domein  O(1) L. Vengen T diessisiasiken operstor

TN o= T~ I
iimens edealen suatu bilengan kompleks dan 1 operetor iden
tites pede o(1). Jike 1 mempunyei suetu invers dinotesiken
iengen RKgv(l) = T%j = (I - ?35_1
ien disebut opereator resolvent deri I steu disingket resol-
vent deri T. Untuk pembicereen selenjutnye resolvent kNT)

den I henye ditulis dengen un seje.
Jefenisi 10.

s.iselken X #'{ O} suetu rmeng bpernorm kompleks dan ¥ : o(T)

— X suetu operetor linier dengen V(1) € L Sustu nilsi =
reguler 7 den T sdeleh suetu bilangen kompleks sedemikien -

ningge

(R KN (L) terbates

2)'
(H3)' Ko (T) didefenisiken pede suatu himpunen yeng

pedet delem .

1 himpunen semue nilei

=t
Fors
o

[N

dimpunen resolvent /DQI) deri T ede

reguler deri 1 sedeng komplemennye delem bilengen kompleks
C yeitu (L) = C = f)(T) disebut spektrum deri T dan sustu
7‘6 O.(T) disebut nilei spektrel dexri 1,
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leoreme 2.4.

ikiselkan T € 8(a,A) dimene B(L,i) edelen nimpunen semue
operetor linier terbetes pede rueng senecs A. Jdike ililh{?
- \
; my =1 3 \ , 493
meke (1 - T) &d& den merupexKeén suttu oreretor liaier Ter

oetes pade A serte
1 -
(1-D =22 2 =1 +1+22 4 ...,
J=0

Bukti :

perlu dicetet behwe || Tju \rll?  den deret geometri

2.\ 7\ 9 xonvergen untuk || T\l 1. Sehingge rumus diestes
konvergen ebsolut untuk || I} £ 1. karene X komplit meke je
les behwe B(X,X) juge komplit.

Jumlen deret delem rumus di stes seobut ssje dengen 5 den -
ekeén ditunjukkeén behwa : 5 = (1 - T)‘1 untuk itu meke dipe

roleh

(1 = DI + D+ weee + 0% = (1 + 2 4 euuur THW =M

= 1 - pit]

‘ : D+
sekereng miselkan n —=36 , meke 1 ]

——— 0 sepav | T
sehingge diperoleh
(1 -1T)3=8((1-T) =1, ini menunjukkan behws

S=(I-1)""

leorema 2.5.
dimpunsn resolvent fQ(T) deri susetu operetor linier terbe -
tas T peda suetu ruang benech kompleks X edelsh terbuks den

karenenye spektrum @ (1) edeleh tertutup.
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Jixe /719) = ¥ Jjeles terbuke, sekarang miselﬁ&n.f?(r) P/
untux suetu Tbo E;/)(T) den fr'é C meke diperolen

ML= =Tyl - (T -1
-1
(0 =4 [ - (- T -7 0 J

Uengen memisalken operstor delem kurung [:..] same dengen

Il

Vv, meke :
) _n St W oo 1 e § . B W
11\ = L'TJOV dimene V = 1 ( {O) n'}'o
nerense 7“ E_{DLL) den T terbetss meka h.}ﬂ é,ﬁ(A,A)

Selenjutnye teoreme 2.8. menunjukken benwe V mempunyei in-

vers delesm bentuk :

- 2 [T
Jz:D

Hu

- T R
Delem B(X,%) untuk semus ’f\‘ SedLIthlon hingge “?\-— ?‘5)3”41

yeitu :

el <k

Karens § ﬁﬁb = R Q;ﬁ(A KX) den deri rumus diestass unpuk

setiep yeng memenuhi rumus \T‘—’F&\<ﬂ operetor Tqa
mempunyei suetu invers : tH'Th

T m= m vy— 1
ke = ETJ = (LT,OJ) =V H‘To adeleh sebareng.
Uleh kerene itu komplemen G\E) =L - /9(T) edsleh sifetnys

tertutup.
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Teoreme 2.t.

untuk A den ¢ sepertl yeng dinyeteken delen teorems ZiwDa
den setisar 7”q G;fjki}, reselvent k}{f} mempunyei represen
tesi
[Vl
' ™~ W J L+
It = E - kK

dimene deret @ni konvergen ebsolut untuk setiep ™ seperti

yeng diberiken oleh persemeen

TPl
|- 1| 5 1ol

delem bideng kompleks.

Teoreme 2.7.
Spektrum (r(T) deri suatu opertor linier terbstas T :X—>X
peda rueng benech kompleks X adeleh kompesk dsn bereds delem
lingkeren :

™ £ ol
untuk mene himpunen resolvent /7 (L) # ¢

Bukti

Miselken 7‘# 0O dem k = 1/r,. Deri teoreme 2,4 diperoleh rep-

resentesi
-1

R = (2 =TD7 = c14 (L - k1)
e :
-1/ 2 (k1)
Lo -
i 2 R
J=0
dimene oleh teorems 2.4. deret konvergen untuk semuse se-

I

demikisn hingge :
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-

/g 2] - ‘:Ti' o yesna (T 21|

Feoreme 2.4. juge menunjukken oenwe seti&p 7\ yeng demixien
beresde ;&da/o (L). dehingge spektirun Uﬂ(T) = —/9 (T), ne-
ruslen perede delem Yi\\fﬂrl‘ kerenenye Gﬁ\rj edelen terope-
tes den menurut teoreme 2.5. ini nengekioetken G—LT) ter-
tutup sehingge GH(T) edeleh kompeak.
2¢5. HUBUNGLN ANLsahs ToUkl Sr&nThAL DAN OFsisTUK Linloh
Diabbw RUsNG HLILBsRT.
Spektrum V(T) deri sueatu operetor linier nermitiesn teroetes
I' sdeleh riel. vVelem begien ini eksn diperlihe tken behws -
edenye hubungen entere teori spektrel den operator linier
delem rueng hilbert,
leoreme 2.8.
Spektrum (T) deri operetor linier hermitien terbetas 1
H ——> 0 padé Suetu ruang hilbert kompleks o oerade delem -
intervel tertutup [;m,m] pede sumbu riel, dimens
m = inf {'i‘x,x) 3 M o= sup <'L‘x,x>
I x|l =1 U=l =1

sSuk ti

G*(T) Jelas bereda digeris riel oleh kerens itu tinggel hsg
ny&e menunjukken behwes seti#ep bilengan riel T\E M+ c de-
ngen c¢ » 0 termuet delem himpunen resolvent/c7(T). Untuk -
etiep x # 0 den v = le “ 1 didepat x = u x“ v den

<TX*X> = I || . <'PV'V>5UX“ 2“ fﬁp1<£v v p=(,x) M.
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Sehinggs -<tx,x) 7 - {x,x Y u den
Hi‘?t <\ xl 7 - (1‘7}(,}(>= - {Ix,x Y+ M x,x>

2N + 7)) Lx,x>

dimene ¢ = ?‘-— lu 7 O dengen pengesunsien. Jiks ¢ \[x][ 2
dibegi dengen ||xll , meke diperoleh ketideksemeen I||2x || >
c {Ixll . kerens itu 7‘€:f)(f). Untuk dustu pbilangen riel -

T & m pempuktiennys seme.
leorema 2.9.

yntuk setiep operetor linier Helmitien terpetss T pede suatu

rueng hilbert kompleks h berleku :

ol = meks.((m] o IMl) = Sup. P{TX,X}‘
xf =1
dimene m den I sdaleh seperti yeng dinyeteken delem teorems
2'8.
sukti

PYerlu diketehui bshwsa :

sup thx,x}»‘fi sup llTxll[[xH = llTu,yaitu
Mxll = 1 i =

K £ W1 dimene K menysteken sajian pade rues kiri. hken -

ditunjukken bahwa || I\l £K. Jyike Tz = 0 untuk semus de-

ngen norm 1 meke T = 0. Jelem hel leinnys untuk x dengen -

norm 1 sedemikien hingge Tz # O, embil v = IIEZQI-% Tz.

kaka v i) £ lelz = |\iz)}. Sekareng embii Yy =Vt w

den ¥y = V= W sehingge dengen perhitungen meju kerene se -
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Jumlen pentuk dikeluerken den . sdelen nermivien,

<"_i_"y],_y1> - <l‘y2,yc> = 2 \41‘V,?.’> + <'i'w,v7)
2 (<;z¢f> - dﬁaaz>i
=4 || L‘zna

Ssekereng untuk setiep y # O den x = lly“_'y diperolen :

li

vy = lUyll x den

\{ry,y> = Nyl ? |Lex, x> 2 |[y1] 2 sup | ez, x>\

=1 =1
= b “.‘y’” 2

Seningge dengen ketideksameen segitigsa,
Va3 ~ Llsaiiy] & \L2y 7,y + \ L2y5s 7,0

KOy, 1%+ (1y,)12

26 (v 12+ \lwl] )

= 45 |1zl .
Jari ketvideksemaen ini dan ryt,y1 - Ty2,y2 = 4 I'x 2
diperolen behwa :
4 We2ll2& 4k || 22
rerena itu l‘Tz” é;h, dengan mengembil supremum etes se-
mue z dengen morm 1 m&ks diperoleh ]lrllé,K. Jeri kessus -

WellZs den 2] £ X meke diperoleh persemeen :

Ll = sup |{rx, x>

x|l = 1

Selenjutnys dengan operstor linier nelmitien terbatas :

s H

? i pade suetu ruang nilbert kompleks H de
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pet llessosiesiken suetu femili spekteal. € sedemikien hing
ga E.da;an diguneken untuk suetu representesi spektrel de

= o o I,

1 L. Untuk mendefenisiken & diperguneken operetor :
Lo = 0 - b
L o e Y= : il —
#ker Kuedret positip deri 1 yeng dinotesiken dengen :

B = (1% )2

den oneretor

et T \ T Co . .
j?‘ =z (B~ + D0x ) yeang diseout begien posi -

tef ( potitive pert) deri Ty .
Jedi femili spektrel £ deri 1 didefenisiken dengen

E- ( sp)
?M'Pe;h

il

dimena > e&daleh proyeksi deri H pede rueng null u(T;-)

. . +
deri T 3

Seterusnys didefenisiken operetor-operestor berikut :

-

1
B = (129)2 ( eker kuaedret positif deri D°
= 3 (B o+ I) (begien positif deri 7T)
P~ =2 4B ~ B) (begien negetif dari 1)

den proyeksi deri H pada rueng null deri D7 yeng dinotasi -

ken dengen £ geitu

E : H
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Teoreme 2.10.
inlselken T ——> o suetu operesor linier nermitien terbetes

rede rueng hilbert kompleks d. Selenjutnye miselken Epro

/]

yeksi deri H pede rueng null Y = a(I%) deri begien posi
tif i‘+?v deri T = T - ™. neke £=(:;?~) ™E edeleh sue-
tu femili spektrel pede intervel [m,luan, dimene m den M
sepertli yeng dijelesken pede teoreme sebelumnys.

Sukti :

fken dibuktiken :

e. MLM —— En &gy

b. r[\‘ém ————— ﬂih:O

C. ,?‘7/}4/ @ E)_,:_]_

d. /‘4«—??}0@ Ep X — o x

“ntuk itu ditinjesu ketentuen-ketentusn berikut LHE 3

Mt =0 den

T (l - Ep) = 9o Lp by = - T;J

-

P B = —T%
serte J.‘tp- 2 0 : 1‘_‘},;0 : T;‘,;O - 'L'/-q,;O
2. Miselken ?"4/‘41, meke Toe = T}'_, - TE_E:T"‘ , sebeb -1 £0
Sehinggs :
I - Tz - e = (M-M1I 2 0.
ﬂ}, - Tpoedeleh helmitien den komutetif dengen l;u, den

'L‘+(v\,7}0 , kKemudien :

Pl — To) =

l‘t+ II"I. r n= i
Lo (DX - T + 9% )% O den
|1+ i — 4 F r1+ f1+ .-\+2 : AN
i}wiﬂ, = 0, olen sebab itu : lﬂ‘/ lT..,7/ l,w yeitu untuk

semue x € H.
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<t ot x,x}} <‘l‘+2 x,x> = l[l‘;,,,xna.?/ 0
Ini menunjukken benwe Px = 0 mengakivetkan 'J.‘/,tx =0 .

Dengen demikien N('l“-?. ) C Nu';,,,; sehinggs ﬂ)?_,_{-ﬁ/w dimeane
M pm

. hkiselken P« m tetepi meskipun demikien miselken pule -
j_';’]v;é O meke 1&‘7«2‘. # O untuk suetu z. ambil x = z}-,d meke
E’?'X = rj%z = x den tenpe kehilengen kewnumen depat dia-

sumsiken benwa qu = 1, akibatnys
L Tpx, % 2
LIx,x) — >~

Z int <L1%,20-— T
Uxt= 1

= m—7">0

<1‘T_ L\‘.}x,x>

I

Tetepi ini kontrsdiksi dengen ‘l‘?,j:'}rr_z —T'}é__o yeng dide

pet deri perssmeen :
1

| =T <

1

(5ol

™70 3 PO 5 w0 den Ty » 0.

den persemesn :

Andaikan behwe M) M tetepi Eo # L sehingge 1 - £} # 0
meke (1 - J::?,)x = X untuk sumwatu x dengen H X H = Ju

kherene itu :

Il

< 'J.‘?L_X,X >
L 1x,x) - e

4'].‘},(1 - n}r)x,x >

4 sup LIx,x> - x
Ix]= 1 7
= M -7 L0
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Tetepi ini kontrediksi dengen T(1 - L) = T$,Z—O yeng
diperolen deri persemeen :
P o = =Ty - - o TR gy 0 oW o _'I1'_‘| ,
L L= J._?— : 'I.\?..I.- E?_ - JEN ?A.bﬂl_ ‘N’
den persamaen :
pt - in_ 3 mnt 7 o U S
19~ 20 ; I370 ; Tp20 den L, 70
Jugs EN = 1 oleh kontinuitas deri rues ksnen.
W
d. Dengen sustu intervel A = ify}v) diessosiesiken operstor
E(D ) = ﬁrp- ey her%nw&?u{f&xnek& Exn & ﬁfb berde serken
kesus &. sehingge E?LHJ-C ﬁﬂ”(ﬁ) den Z(A ) edeleh sustu

proyeksi den juge £(A ), 0, oleh kerene itu diperoleh ;:
EME(D) =Eﬁy~ )Lﬂ%z %W_ EF = m(A)
(1 - 59)808)=E(A) - By (EM-B)=5(A)

Kerene E(A), T}m den T%, edeleh positif den komutstif
berdesarﬁén :

i'l+

YO 5 Ip 20 pmZ7 0 den a2 0O
Pergandean Tﬁbﬁfﬂ ) dan T;_d(é)) edeleh juge positif.

Sehingge dengen demikian mske diperoleh :

TF,E(A )
‘IIT\E( A)

Hel iai memgakibetken. TE(A)EME(D Y den 1u(d

TWEE(D) = ~T (4 ) £ O

Ol - Bp)E (B) = 2L 6(A) 2 0
;

2 TE(A)

sehinggs
TE(A)L TE(D) é{‘mta) 5 BlA) = Eum - B

Dengen memiselken ﬂ —3> M meke g(D)x ~———> P(M)x dimene
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P(7v) edsleh terbestss den hermitian. kerene () edelen i-
iempoten meke Y(M) jugs idempoten. nerene itua BT edelen

suetu proyeksi. Juga TP(M™) = LP( M) berueserken persesme&an
Ixr(M™) = O sehingge diperoleh

PRE(T) = 201 - 8p0E(™) = (L - S ) BE(P) =0
rnerene ixtu T$gP(?”)x = J untuk semus x e_n. 1ni menunjukken
sehwe P(M)x G;N(ft}J ekibetnye diperolen Eok(P™)x = r(Mx
yaitu Er;k?v} = BOP)e
velem hel leinnys jike dimisalken //(/--—_9’?\4 O seningge di
perolen

(I - Bp)E() =P ()

Bersemsen dengen P(?™) = O dengen menginget BE(A )x —> P (M x
ini memouktiken d. yeitu & kontinu deri rues kenens Jadi de
ngen demikian é; = (k) delem teoreme memenuni semus keten
tuen ketentitien dengean meéne suctu femili spektrel pade (m,iu)
didefenisiken.
Jerl pembicarsan di ates didepeat behwe dengen sustu operator
linier nermitiasn terbates 1 pada suatu rusng hilpert xom~
pleks H depet diessosissikean sustu femili spektrsl £ =(Lp) .
Selenjutnys sken ditunjukken bahwe depet digunsken untuk
memperoleh suetu representasi spektral dari 1 yeitu spetu -
representesi integral ysng berkensen dengan éa dén sedemi-
kien hinggs (Ix,y) disejiken dissjiken dengen sustu integ
rel riemenn-stieltjes ysitu suetu integral deri x stes (&,b)

terhedep w dan dinotesiken dengen :dfb x(t) dw(t).
)
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Teoreme 2.11.
wiselken [ : H =5 i edelan oper&tor linier hemitien peds
suetu rueng ni_berv kompleks n mEKE :

&. [ mempunysil reprementssi spektrel

"
= _f ?\”dﬂ??\_

m=9
dimene Zr==(:hTJ edeleh femili spektrel yeng di-

essosieasiken dengén T den untuk semue %,y € H
I

py = S Paw(Py, W) = Cagx,)
yene merupek&an suetu integrel Riemenn stieltjes.
b. Jike p suetu polinomiel delem ™ dengen koefisien
koefisien riel, sebput

BUR) 5P+ 0 PE b e # o,

meke operetor p(T) didefenisiken dengen :

L]

o 23 in{l \ ,11'1"'1 ] !
p(l) == o(nJ_ t= p('n—‘tl q 8 & s 00 0 = +Xol
mempunyeil representesi spektral
I
p(1) = fo p(P) diiy
M=

den untuk semue x,y € H
i
p(Mx,y Y = {_0 (M) aw( ), w(n) = Ciinx, v

Buk ti
m-06 ditulis untuk menunjukken behwe herus diemoil terhadep
junleh suetu kontribusi di M= m yeng muncul jike =z # O

Jadi dengen menggunsken & L m, daepat ditulis
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f?vau«,w St me, e f Pasy

m-u m
Jengen csre yeng same,

i I I

J p{M)deg = j\_) p(Mdep = pm)s_ + f pC)ds g
=\ m

8. Dipilih suetu bsrisen ((?n) yang merupeken pertisi dsri
(e,bj dimene e<m den i < b. Defenisi ?)n edelsh suatu

partisi deri (e,b] kedelem intervel-intervel

A 3 { T\Jnj v Mnj dengen penjeng :

1( D‘nj) /an - ?ﬂnj den perlu dicetet behwe T'rl.j:?\:“::.-,biﬂ

untuk J Tyeeeee,n-1. Sekereng diasumsiken beris&:n(cpn)

sedemikien hingge
TL(CPJ = HCK:» 1(A ) —2> 0 Jjike n —— W

Dengan mengguneken rumus :?\‘E(A) < 1E(D) £ Mu(ﬁ)
den B(A ) = b'/q/- u?._ untuk A = A nj meke

Ty €CA & (A ) & M 04 55

Dengen perjumleshen stes j deri 1 sempel n meke untuk setisp
n diperolej :
n n 2 n
Z:_:1 Pnjtl A py) & JZ lﬁ:(ﬂnj),- Z /u/n,]“(‘&
B =1

- e e dengen menggu
Kerene fu’n,j = 7\'n,j+1 untek J = 1ieseepti=]

nekan b. den c. deri teorema 2.10. diperoleh :
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3 1 i £ i ‘__J
i = Il g I ¢ ;
o o F=1 | J 7\‘30

Jike n —— w

¢
=
(971
[y
oo |
|
fal
(.
',_.J
i
.
~—
)

cken mengekivetken untuk setiep£>0 terdepet n sedemikien
ningge YL {qD n)(?_ seningge dengen mengguneken rwnas dietes

cken diperoleh
1 ) I n
jZﬂ/u’n,jMAn,j) - ,]Zz’l %njb( Anj) = _21 (/“’nj_ ?"’nj)
J:

B(A ) <21
varisini sken mengekipbstkan untuk suatu Ev0  terdepat N -
l‘\
sedemikien hingge n > N den setiep pemilihen deri ?\nj gﬂnj
diperoleh
n A ‘Z_
“T - J% MpsELa o) ‘ﬁ\ oy
Kerene BN &sdaleh konsten untuk A< m den untuk X2 ik khusus-
nyepemilinen deri a < m den b » . Ilni membuktiken :
p(™) = o{ﬂ'}-n + ok e BT 4 e & <o
leoreme eken dibuktiken untuk polinomi&l-polinomiel yeng di
eweli dengen p(?7) = M dimene & N. Untuk k<?‘_€-ﬂ<v,
BN & Eﬂ’ meke : Ea h}/“,= ;'JM = 8pden (L - Ek)(f“ﬂ'- 5,)
= b.l?\_ni/v,- nl?_-r;v - j:ik.-:lzw+ j:}k:*)v = o - s - Hp + ty = U

Ini menunjukken behwe E(Anj)m’( A nk) = 0 untuk j # k.
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Juge kerene ﬁ(ﬁ}nj) adelsn suetu proyeksi :ﬂ(ﬁknJ)Szgicﬁij

untuk setiep s = 1,2,.¢.0.. meke ekibetnys eken diperoleh
n A o N Tia Y
& N BOA L)
> Nogi=t & gy = > Ma J
j=1 J=1
n A i £
vike perjumlehan dalem rumus H - % 7\n,'jr‘( a‘n,j) B<
0. A . T n N\ r
tertutup terhedep T den sz_;?\,anLAnj):' = ;122:17\“3 m(ﬁ.nj)

¥ & o i 3
pede ruas kiri tertutup terncdap 1 sebeb pergendaen deri -
operetor-operator linier terbatas &deleh kontinu. nerens itu
dengen demikien untuk g0 terdepet suatu N sedemikien hing-

ge uptuk semus n 2 N meka berleku :
n A
“ ™. 22N TEA ) \[ Z e
§=1 nJ nJ

Perlu diketehui behwe jika suatu operator komutetif dengen

T meke opemetor tersebut juge komutetif dengen :
m e mil rtn_‘i
p(l) _o<nr +Kn‘1i "bo.c.ool-oooonu +Kol

Teoreme 2.12.
miselken T : H——> H suetu operator linier helmitian teros
tes p&ede ruang hilbert kompleks i den f suatu fungsi berni=-
lei riel kontinu psade [m,m dimansa
m = inf <’i‘x,x> den M = sup <Tx,x>

U x{f=1 [[x][=1

meke f£(I) mempunyei representaesi spektrsal
M
JONEY N 1§ SET'I

m-=0
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Jimense E; = (M) edeleh femili spektrel yeng diesosissi-

ken dengen I den untuk semue X,y € n.

iu

<;"-\";;‘,};> = f fk?“}‘i'ﬁ’i?‘j, wiM) = <d?~,X,y)>

m-0
sukti
Aken diguneken notesi yeng seme seperti teoreme 2.11 untuk
setiap E_} O terdepet suetu polinowiel p dengen kéefisien-
zoefisien riel sedemikian ningge untuk semue x & [m,in]

- Ly e 2 £

den kemudisn

| 2cn) - ooy é—(.f—

Selenjutnye diketehul behwea : ziiﬁ(zxnj) = den dengen meng

guneken rumus : - —23-'—..‘5‘ HR) -p(M) &

1
J%u untuk setieap

pertisi diperoleh
n

- E14 = |2y ‘p("“nj)] s, & 51
lu

skhirnye karens p(1l) = Jﬂ p( M) dE}. berdeserken teorems
m=-0
2.11. terdepet N sedemikien hingre untuk setiep n > N

diperoleh :

\\ 5 P(Pp ) B(A ) - p(D) H é—%—

J=1
Deneen mengguneken ketideksemeen ini sekerang depet diesti-
masi norm deri selisih antere f(T) den perjumlehen delem -

Kiemann- Stieltjes yeng bersesusisn dengen integrel dslem -
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I
Lp(Mx,yd = 2 p(%) an( M), WP - LEpE, gD

“m=0

Untuk n > N dengen ketideksemeen Segitige me<e diperolen

l\\ n Z n

| £(P™ (A L) - me ” . | | ‘
n -— N o i _‘

3=
1

nerene 6.)’0 edeleh sembs&reng meaks
Jy Iv.
$(2) = 4 4 £(MdEx  den (D)x,x) = 'm[o £( ) aw(P)

n

_7—: p(?”nj)rl(Anj) N p(i‘)nﬂ-[.\p(f) = f(‘i‘)H £z

J=1

sdeleh terbukti.
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BAB II1
P ENMBAHASAN

Pembehesan yeng dilekuk&an dalem beb 2 ini sdeleir Ten-
teng representasi spektrel den nuvungennye dengen operaxror
unitery delem rueng hilbert. hepresentesi spektrel imi peds
hekeketnye edeleh pembuktien sdenys hubungen entere teori -
teoreme spektel dengen operetor unitery.

Hubungen yeng terjedi delem nel ini sgken ditunjukken delem

beberepe teoreme-teorema.

Lfeoreme 3.1.
Jike U : R — H &delegh suetu operetor linier unitery peads
rueng hilbert kompleks H # {:Q},maka spektrum J (U) edeleh

suetu subset tertutup deri lingkeren setuan yeitu

\7\‘ = 1 untuk setiep ™ € T (V)

Bukti

Dengen teorem& 2.3.D, llUll = 1 oleh kerens itu berdeserken
teoreme 2.7[(]‘\,_4:1 untuk semus ™€ ). Juge O GP(U)
kerene untuk T = 0 operator resolvent deri U edeleh U-1=U*
enurut teorems 2.3.c operetor U"1 edelsh operstor unitsry,
sehinggsa llU"1“ = 1. Teorema 2.6 dengen 1 = U den ™o =0
mengekibetken pehws setiasp T~ yeng memenuhi rr*<;1/“U_1"=1
termust deleam f’(U). Oleh karene itu spektrum dari U hsrus-
leh bereds peade lingkerean satusn dan menurut teoreme 2.5.
lingkeren terseout edeleh tertutup, sehingge depet didefeni
sikesn f£(T) untuk sustu operetor T tertentu den sustu fungsi
kontinu f. Dengen cere yeng seme meke deret tersebut dapeat
diguneken untuk mendefenisiken sueiu operetor unitery.
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Teorem& 3.c.
iselken U @ i ——» O SUeTU Operelor unitery pede rueng hil
4 e - - - a & :
bert kompleks i # { Q} , leke serdspet sussu Iemlll SPEAITEL
Z;: Vit o) DERE [—VW,TE] scienikien ningeE
g’ 1

T I
u = j' elédm 5 J{ {(cos e + 1 3in e)dﬁe
-1 -t

Secers wium untuk setiap fungsi kontinu I yeng didefenisiken
pede lingkeren Seluen,
T
) .
£(U) = f’ £(e®) du,

-
dimene integrel edelen delem konvergensil operetor seregem -

den untuk semus X,y € H,

1A
<I(U)X,y7 =_,‘£ f(eie)dw(e), w(e) =<fjex,y>
Bukti :
£ken dibuktiken beshws untuk sustu operetor unitery U terds-
ret suetu operetor linier hermitien terbstes 3 dengen
ad (3) ["E,EJ sedemikien hingge

6 o plB

= e = ¢cos S5 + 1 gin S

Fksiastensi deri 8§ telsh dibuktiken seperti persasmsen terse-

but di etas yeng diperoleh deri teoreme 2.11. den teorema -

2.12. Untuk lebih jelesnye meke lengkeh-lengkeh pemouktian
yang dilekuken edeleh sebegei berikut
&. Jiouktiken behwe U sdeleh unitery yeitu
U = eiS

= cos 3 +1 sin 3

-

b. Depet dituliskean sebegei =

U=V + 1iW
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dimene,
S * [ [ S |
V.= 2(L+U ), % =53i{u-U)
den divbuktiken oehwe V den & sdeleh nermitien desn
2 &EVEL L 2WEL
€. viselidikl bebersp& ketentuen-ketenvuen deri
g(V) = erc cos V den & = sin g(V)

d. Aken dibuktiken behwe operetor S yeng diinginken

edelehn :
3 = (2F - 1)(arc cos V)
dimene F &deleh proyeksi deri H pade HN(w - 4)

selenjutnye pembuktiennye eken disejiken sebegei berikut :

&. Jdike S edeleh terbetes den hermitien meke berdaserken
teoreme 2.11. den 2.12. meke cos 5 den sin S juge hermi-
tien den operetor-operetor ini juge adelsah komutetif.
Ini mengékioatkan behwe U edeleh unitery olen karena :

#*
UU = {(cos 8 + 1 sin 3)(cos 5 - i sin 8)

(cos 8)2 + (sin 5)2

Il

(0082 + sinz)(s) |
sehingge dengen care yeng seme meke U*U =1

b. Kehermitienen deri V den W depet dipenuhi berdeserkan te

* *
orem& 2.1, karens UU = U U

1 diperoleh

Vid = WV Jjugea \\U \ “ U*u den wenurut teoreme

2.3 meke mengekibatken :

vl <1, Nwll £ -
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selenjutnye,

[ vy &llvell€lell € Uil il % <oond
veita -~ <x,x) £ VR XYL Lx,x

* ) L #
Seterusnye derij;: Vo= 3(U + U ) den W = z1(U = U )

diperoleh

dengen perhitungen lengsung

Ferhe tiken

g(?) =erec cos P = L/ - gre sin ™~
Ljo - ™ - 176 3

Deret mecleurin pede rues kenen konvergen untuk‘?* ol
Konvergensi di M= 1 dideserken psde kenyeteen pehws de-
ret src sin ?“mempunyai koefisien-koefigsien positif, ke
renenysa ?uatu pberisen monoton dari perjumlenen parsil Sn
bile N> O, yeng terbates pede (0,1) kerens Sn(7?™) < erc.
sin %.<:n?2 seningge untuk setiep n tertentu didepst
Sn( ™) ———— 5n(1) £ T/ sebegeimena M —> 1,
konvergensi di ™= -1 diperoleh lengsung deri ketentuen
di 7-= 1, selenjutnys karens vl < 1 yeng mengekibet-

ken behws operator
g(V) = arc gos V = R}B 1L -V - 1/6 V3
edeleh exist den hermitisan.
Sekereng defenisiken :
A = sin g(V)

Ini merupeken sustu detet perpengketen delem V
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el ini mengekibetken behwe & wdeleh hermitien den komu—
tetif dengen V den Vi = wY men.ekioetken Juge eken komu-
tetif dengen w. Berdeserken rumus £(V) = &rc cos V meke

r

cos g(V) =V
Sehingge
u2 - 32 = (0032 + sinz)LgL?J) =1

. 2 e ; 2 2 2 .
Jeri V7 + W~ = 1 aken menghesilken A~ oleh kerens -

I

itu depetlen diaflékasik&n den disimpulken bshwe :
W= (2P - 1)&

Jika Wx = O mengekibetken Px = x den P komutetif dengen V
den juge dengen g(V) sebab kedus operetor ini komutetif
dengen W - 4,
Sekereng defenisiken :

S = (2P - I)g(V) = g(V)(2P - 1)
Jelas bahwe S edeleh hermitian seninggs eken dibuktiken -
behwe S memenuni psds persemsen : U = eiS= cos 35+i sin S

Ambil k =‘>2 den defenisiken h1 den h2 dengen :

h,(k) = cos M= 1 - 5%—7“2+ T Y

h,(k) = sin N\ = N - -3-!]—?“3+ - terees
Fungsi-fungsi ini exist untuk semus k oleh kerene F sdegleh
proyeksi meka (2P - 1)2 =4 - 4F + 1 = 1 sehingge dipero
el 3

s
S

I

(2r - 1)2g(V)2 = g(V)2 den oleh persameean

cos g(V)

1]

V sehingge cos S = h1(35)=h1(g(V)2)# cos g(V)
= V den &ken ditunjukken pshwse sin S = W dan dengen meng-

guneken persaemeen :
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A%

cos ™= 1 -

i
—:'-‘-
o
g
I

+_cnaou--

l_. .“3,_;

<

h (k) = sinT= - + -

1 LR A

ot

A = sin g(V) serta W = (2P - 1)A meks diperoleh

5n2(s2)

9]
}...I.
&)
[ €
1

= (2P - I) &(Nh,(a(V)?)
= (2 - 1) sin g(V)

= (2¢ - 1)& = W

Aken ditunjukken bshwa O‘(S)CL[&EGE]oleh kerene |ere cosp|
£ TC meke || S||4Fden kerens S sdelen hermitien serte ter-
betes sehingge § (S) esdsleh riel den teoreme 2.7. menun-
Jukken ¢ (s)C E’"‘rcanj

liiselkan (Ee) merupeken femili spektrel deri S sehingge
persemesn ,:

T T

U=feledm:f(cose+isine)dm

) 8
—IC - |

den persemeen :

(A
f(U) = f f(ele)dw(e)
~TC
diperoleh deri persemaen

U=¢e™ =cos S + 1isia §

den teoreme& 2.12. untuk operstor linier hermitisn terpea-
tés. Secere khusus depet diembil - J[ sebegei limit bawah
deri integresi delesm perstmesn distas tenpe membatesi ke

unwnennys dengen slesen sevagsi berikut
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\‘-—‘sf

. ! \ %
gsedemiikies Hingge =2 rF o esen depet diemoil - T = © se-
dtgel bezes bdewen deri integresi delen in 1

USIsedul senlngge odegetimenepun leri .e : ! , noon
sil yang seme dengen mengguneken L, yeng didefenisiken

dengen :

0 Jike e = =T
1 1
e =] By <AL jike - &e <T
1

jike o =T

£ kontinu di e = - Tl seuningge bates beweh deri integre’

si yeitu - delem :

T T
i = ‘/. eledﬁe = _f‘(cos e + 1 sin e)dse
'—IE -—

sertse (@ .
£(U) = f £(e™®) a8,
-

deles berleku, seningge dengen demikien meke berdeserkan
pembuk tien deri & sempei dengen d depet diambil kesimpu-
len behwe teori spektrel den operetor unitery mempunysei

hubungen eteu femili delem rueng hilbert.
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BaAaAB V
KESIMPULAN

Deri hssil pembehssen yeng dilekuken pede Beb 1V, me-

ke depet diembil suatu kesimpulen sebegei berikut

iniselken U : 1 ——5 n untuk operetor unitery pede rueng hil

bert kompleks H # {AO}.m&k& terdepet hubungen sntere teori

spektrel den operetor unitery delem rueng hilbert ysitu :

E: {E@) pede {T?C,TE] , sedemikien hingge

r i
U = _f. el® 4g = (cos e + 1 sin e) dE
) . )
- ~1

Secere umum untuk setiep fungsi kontinu f yeng didefenisi -

ken pede lingkeren sstuan :
@
£00) = £(e®) aE
~1C
iimena integrel &sdaleh delem konvergensi operetor sersgem

]

den untuk semus X,y € H,
L3

it .
Le(U)x,yY = f f(et®) dw(e)

iU
dimenea , w(e) = (:Eex,y'>
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