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hATA }d}IGAN?AR

i u j i ,:an s;y r.L{'Li-r : enuii s .renj E iks n

oerke,i reirne; iir i:r-ieyehn;ve seningge r.e nulis depa t nienyele
,:r-i'.'r,n "--tr..L i-..i( - -iri

r\er,tu L-.t.Lc-L i.-..i_.

harya i-i;alah ini ti.i-qusun sebagai selah setu syera t _

rri ijarme perguruen i'inggi iien juge seoagai pengembeng.n iI
nlu pengetehuan khususny& pa.r-a bidang il,rtemerr_Ks.

Penulis menyadari bahwa kar.ya ilmiah inr bai_k d.ari segi isi
dan care penuli-s'nnye masih kurang dari sempurn&, oleh se

ceb itu penuris sengar nenE.n&r,epken kritikan dan seren dar_i
pere pembeca dernj- kesempurnEan tulisan ini.

akhirnye semoga tulisan ini dapat bermengeat bagi pe-
r& pembeca dan bagi yang memeriukannye dan semoge a1leh strf
se1a1u menyertai kita semue, Amin.

luedan, Iliaret 2O0f

Penulis,

Drs. Khairul Sa1eh
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gA.B I

i,riNDrrilULUe.tt{

.r- . i . i,r, .:.r,h ,).i)-Ll.rl\.i::'i u

Ani-ii-ss lur5siJnai tiierupi:kt,,n cap.ian cir ri rn&tei;ir tixa
-..'.i-r:lj- se:-in5ge. ii:r-.r, cct dast rktn peit5arrr€ tEit riar. pen::i--Lirrlen

-'kspr1;nen te ut: - ^..3rup&r:e.n konsep-konsep iogj_ke den f ormali
sasi dar:i model--n.oiiel- yent tid.ak laj-n ad.alar: penoeketan terr

ladap penreceiran masalair kehidupen sehari-nari den saleh sa-

;u mooei itu aciefan si-sierri.

ApLoile suatu slstettr diasurnsikarn; rnernj-1iki n keedean

-' 
1_',..,]-rrr,u|Vbr 11r. .rXn, ){eilp- inen;adi r sasaran pell[€,i.Lti] u1.

. rur. Can ;ildrrt,hr,silkln scDLnyak m hasil ,yl .. ".,ym
,-:iemikran hingga dengen rnendef anisikan norm miniu,1ui; d.e n ru
. jsannya didalarrr ruetft trj-lber t riake af llkasinya didalam te-
:i linear adalah untuk memodelkan pr'ileku suatu sisten.

-':.n i ika teori- nengendali-an ti rie,x 1r,, i n &d.r,--l-ah pengetural tgr

- :Ijc&na sua tu sj-stein apakarr. e d& suar;u str,a be;-;i untr-rk rnenye-

-r suatu sitern den bageinlane menentukaa strategi untuk me_

,-.tirnJ/a se,-ieinikian irini.l.e nengendalian rslie, Ilr ji:j t,:ri:i ir_ilig-

, ..i (minirnurn) .

Jadl pendekatan alamiah terh.ad.ep masal-eh di atas ada-
:- jengen menggunaken pendeketen analisa fungsional dimena

-:!t pengur,aian tunggal deri ruang, ilbert dan si-fat peme*
' :: beranl<.

lrl
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2.

I . 2 . r r.:,ir -^t-u ir, ^i ...-, Ji s' il

Sue. iu sistein aiieie.:- jor:leiisss, :of e i- r^aie:na ii-E dE::i-

ieori iineer d.i deiar, i''-slrr iiricer-" berje.se:rrlan a:ir,ij-se

iun6.sione. 1. ,ir;-tjui;t :- f r-lr :l':: i jr- 1.. sista;;, -uJrr,Jit:i.*-l -:-,-

ngan rueng keede,en cer'1ifiensi n1:rg€:8, t,,_. Q L, x( to ) € t-,

z e i dlnrena I aCali h :iirloLrnen wak tu e.te- u c,Dere ior iLientl-

tas iian X adalan ruenfl kea l: r r. (r'u,- ng linier bernorn) .

-di1a U adalah rueng hil b,:rt i2[I ) oe.ri ruang pengel,-iErl in..

Jedi masalahnya ad.aleh tentukan u(t) LU sedernikien hing-
g& untuk beberapr t1 €I di-p;r'oleh :

e. x(t-) = zi't'

b. tt " t[ diminimumken ata s ( to, t 
1 
) dimana tl '11 me',vakiii

norm ete,s 12(tort1).

I.'3.&nhSUD DArrJ ItJJUI-rl

Untuk uremperfihatken bageiman& nenganelj-ss pengenda-

iien mininium ,ta;:i .ii; 1,r-r' s-Lstetn $ecsrE alralisa f ungsionel.

L . 4 . AIANTITa T .P.E]}I.B]],1TIAN

Sebagai da,sar analisa untuk menetapken su&tu pengen

ral.ien optlmel (mj-nj-mu.rn) deri suati: sistem yeng dj-defeni-

sikan.
I .5. f,.ERAIIGKA PEiUIXI]UIY

Sebelurn memulai proses penyelesaian mesalah, peiilu di
..c1,-'.skan behu,e sefittra eksione yeng digunakan yEng riieniungkin-

: tr] dala.ri enalisa inj- fi:eri-p[,"rif,n ::ri]:i. i,'.i pendekaien ebstrek

:ernedap oeskripsi me.se ie.; sisiem sec&r€i menyeturuir can Ci-
::sLlllsiken semut masal eih "yeng mungkin muncul dapet diselesai-
. ! it ri"engan ntcngubEh p.,-rirorlelan sisteil d.engari rnodei iinier.

UNIVERSITAS MEDAN AREA



lll

).

r &n€ii:r:h-1e ng,ke.h yEnt iiiguneken untuk menyeresaikerl lrE sa-Le n

:. EiLS e;.e.ilrr :

-e.ngkeii 1 3 ii.iAI)';'l: j,'kr,li .'teiei:-..:i Cer:t :e.);,i :..ir:r _3:. t),)i,:.r_
teenr ru&nE petriks. rueng linier, norm. 5l
risEn dan basis.

angkah 1I ii,enya j ikan def enisj_ len
hil Oer t , penj ela sannya .

Penciefenisien si_stein den

lrrerlefltukan pengendalian

ruEng hilbert.

teori tentang rueng

Jscrre sederhane lanlkah-lengkah ci atas dapat gambarkan

-::, dieg:.em cerll<ut ini:

engkeh 1I1

-angkai: LV

sisten terkencir,_Li.

sisten miniliun cialarn

..l-UC

{i --{-^-uaD uclil

huang, i{ilber t

Sistem Linier
enger:.da lian Sistem

t-I ,'r,r,.i.t i,t11 ,',iI\l-ir.ioi;i iri! lrlri\r+.irirrr SIST]IU
I

ltl
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- .5. IiiiixiiAir iUS:i.hA

Se;:e: ir€.:isa:l. r-^-. jr: il , ,:* J.E,r g,1;- suatu r;i-t-_ i:-; ij j-l.i:i

: I t,:- :r;! r'-- :::t-t!-:l -: r-tcrly ,_ial: .ji ti,',,r:,t : : l: :rg, l-;;= :iit j- -q;_
:u rua[a; ; ci'i':E',€.:j ji.]i,r,r .lEn .t * ] siieiu :-i:,i. j_i.iian or5ian

lnveks J/€ ilF, selrpurnE ,linieriie netri-iis diinduksikeri ,ier^5:en per
'.ii€n dalani niake vx €x terdapai den6en runggal y Lt sede

-kien hingga :

6= lti [l . rtl - I[ ,. ytl
YK;,

:-ru -ri-srerii Liiier Z , le p;a. t :ir ci_.i esentasixan oierr 2, _ t,z- = t a,J,flrxr.vrb,,1-J dlmene u. x, y lnr.sing_mesing oer_
:1&erl oenp.an rueng rnEsukt,n. rulng. kee-.oe,an ,lan ruent hasil,

;1 dinyate.ken seoa5iai masukan-masuken yEng ie,pat diier.i.rna ,

- ..rer:upaken pemindehen tr.ansisi keade.an yang rnernj-liki sijet
o(x(to),to,r(r),t1) = x(t1)

€ (to,tt), x(rol e u, u(t) €r. xtt., ) €y r.ian vT ner,unakan

:,..lndahan hasi1. Suatu sistein t d.inyatakan terkenia.Ii pada

, jita diber:ikan to nraiie terdapat x(to) sue.tu t,?6t, .lan

. 7tT serta u Q--fL sg.igrlikian hingga :

6(x(to),tn,u(T" ),t) = o
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Br.d Ll

LAIVDASXN T.UORI

ti.1. DASAIi l'dulrl

r,n,je.i!:en x iien y hinrpunen-hiinplineil den -s x seir.cr

:Bng, llinrpunen bagien. suatu pemetaan -t dari A xedala;i, y .ri_
percleh dengan menghubungkan setiap x € .s SUE:ru y tunggal
ii dalam Y, dituiis y = Tx dan dlsebut oeyangan darri x ier-
:redap t. liimpune.n a d.iseout domein dari d.efenisi'r dan ci.orne

rn deri ? dituiis N(I) dan dltulis :

-t' : D(i') .---> y

x -------) fx

,-.enge }('1') dari T adalah himpunsn semua
-c-i lr' .
'rI UU

beyangen- bay&ngan

R(',I') =

-:larn kasus R(1,)

y 6y / :{ = Ix untuk ceDerapa x e lti)J.
y peinetr&en I disebut pemetsen surjektif.

,-keVV Lk(T) rerO.rpar suatu elerr,en tu:;.g,xal .y =.Ix meka T

:ikataken sebagei pemetaan injektif . Jika ,_l sekeligus sur_
-kiif dan injektif make'r d.isebut pemetaan bijektif.

-:fenisi 2.1.i.

- -e tu ruang rnetriks adElair plsangen (x, d) d.i.,,riena x adalah
:'rF-tu hinrpunan dan d adelah metri-ks atas X yai-tu suatu fung
- .yE ng dicief enisi-kan atas x € x sedemi-kian hingga y xry,z

r!rr_Lrr.E_t\o diperoleh :

. ,i cerni_ l r, i_ riil , berhingge dr n tek nega ti-f
, l(x,y) - O jika den han;re, jika x = y

!

ll
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6.

F

, ,\r\ f t-/

x+(-x)=

j :ngg&ndsen vek tor-vektor

-:sil keli (product) darj-

..'En hingga untuk t,P e L

I --i,,.n+r.i ^ \\ -- rr..U Ui i J ,/

! r,-r tiiak saiitE en seHitiga )

(konutati-f)

(a ssosietif)

dengan ske ]&r dinya taken se b& te j-

x € it d&n x e ,r, yaitu o<x sedemi

den x,y e X cliperoleh :

i r'v ir)r \ -L r (,

i. -,- ir l

.' .. i -i a

-.ietu ruEnE j-il,iei' (rr.iF.nr, vektoi:) meleJ-ui su&iu iieio h ace

-eh suatu hirlpun&n tek xoson8 X iengan anggot& xry,
f ise but vek tror'-vek tor ) oer s&ine oenge.n dua operasi erl js bar

:erikui:

ienj umlehan vektor-vek tor.

I'enggenia an veli t cr-vek tor Cengen skelar. e te u eleinen d.Eri

K.

:enjumlahan vektor dinyaiekan sebEgei hasil jwnlah pasangan

:erurut (xry) yartu x r.y sedernj-kian hingga si-fat-sifat oe-

: ikut berlaku .

ar

(y (x + y) + z

-:ngen demiklen terdapet suetu vektor o (vektor no1) dan se

:rEp vektor fflemillki -x (vektor invers) seiringga diperole:r :

y+x
, -\T 1J)

1. x +

2.x+

x

o

x| (3 x: = {. xl3 ir{

l
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-: il

(x -.f- ".: = d-x - t3 ,t

\O<* {} rr=d.t--pi:

,'ianjutnya penjil;rir,iren vektor iela; :il;retaken seoegui -:u-

:.i pelil eitr€ilf r! x .l, *-----? nr sede.ngken pentE&nO&en dene.e,ir

:€I[.r meruperkafi !-enr.:taarL ir x ^ -----? X.

- ,-e tu f ungsi a ie s sue. tLi ru..i n[] i:rri er ke rusn6 linj_er yan€)

-: -'iI dj-sebut iini-ei: jike. menenuhi riue ketentuen beril"::it :

. r'( xy) - D<t(y) , +y € Y, Dz suL.l,Lr bi1an6.an riil

. i(y1 + y) = f(l'1) + f(vr), rir1,y2 S V

- ^=tu f ungsi f menrpunyei iinier. secsrE loka1 jike untuk be-

, :rap€r k onstente positif M ber,leku :

:l . f (xi + *Z) = f (:<., )

ll ",

f ( xr) , V*1 ,*2 €X sedcmj-kran ili-ni:ga

- 1\ ": \\ ( rir.

+

\\

. ,^t( f x) = 1-rtx), vx Qi(, Vn ek2 sedernlkian hj-ngga

ll"ll ( ini, Il I *lt a iu.

- -'= ill in :i, Y rueng-ruan€: l inier mele 1ui skalar fieia" yeng

se..lerhana r: deir,ng€Eie maka suatu pemeteen linj-er T sec&ra

.o,laiu fungsi linier T : -X. ----? Y

; + x der:j- ruang 1.1 rti er' rr,Li.ri, n i.isebuI r,.Li6;i-i-r Jr:;:i1.,111

( . :ll' .:'.r' .lli ,r,1.'; i.l r:.r :r.ri 11.
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- =:*::r --t :.1.l.

. i:, "Li iof:, etES I-ialp_ Ve.,1 iOf, ,l adalglf

- -lr & i€:S i .i'Sii! l.,e;..j-,ixf nilai pr:tia X

:r:.:-ilki si_f^et-siJe,t seoi;i+.i oerj-j\tia :

ll ..\l ? o

. tt =ll = ( <:2r
ll*, ll = Idl It . ll
il ".i,'\l (I[ tl +.

---..an& x dan y seiito&rE-nd.

suetu ftiLpsi ijr-iitl _rji

L x :iiiuii s Il "ll eo,,

( kc ro"eksenraen sei.i- ti5a )

di cialam I dari o( skaiar

tt vll
vektor

, _r ctI&fl.9.

::i-daktergentungan linier, dan ketergeritungsn linier dari
: ^E:ti_l himpunen A deri vehtor_ve.ktor 11 ,....,x,.. ,, )z 1) di_
- r - errl sua tu ruang, vek tor :\ dinya takan oleir persErriaEn oerl

d-1 *l

ei-mana :

d!, ,/, adeia, skaler-skaler,. !er:s&rna&n z.r.r

=-es berlaku untuk X1, = {Z = ....... = *, = U

: - *e ]ra1 ini he ny' raerur-,eken r skalar dimana 2.1 ,1 . berlaku
"=.,a himpunen A rlikatekan bebas linier. ,ladi ]l ti.iseout ter_
::-run{. Jika a tidak bebes }inler yeitu jika 2.1.1 berlaku

---:uk semue skalar yeng tidak semua no1.

- -t i u ruLre '"'3,:c:r ,i .::,r, a, iL,.e,i; cc-i-.ir-irrsnsi iii.gga .) i-ke ter.de
": r su€rr, bilan€a&n oulat positif n sedemi-kla,. hi-.gg' x rne

, -n.Jtr-,.:=--uuir6 sr..lL iu hiiiipii-n&n 
-se nE bebas 1i nier. d.a::i n vektor.

l
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-3.-...',-^ r.t-;: .rtf--t__ SefiiC&ieng iaf i li r i a;au iecin v€rii.JI

:: l.r-\' - r- - sn.-{q!.-._^;J4 ; vc,a -!
seLl?I.a li-:.:-:: -",iaa i=lbS rl

-r- .- -- I:r :- r L. '.r.,i yEn6 Sec&f€- i:-:,lei. Ceo&S iiari
.l,sis uni;^,i (cssis ili lliain A). ,r_.r C-..L it i"''

_ ruEtu DESis untuk i. ii,eka seti-ap x ( ,\ memillki
.:esentasi tunggal sebagei kombinesi rinier dari v

::.tor btsis yaitu :

x = {1 uj + + {nen.

- -.einye suetu basis untuk itn adelah

"1 = (1r0r0r....r0),

"2 = (0r1r0,....r0),

e , = ;;:;::: :.;.

rni seringkeil dj-na.y'er tshE n se oai,e i basis kanoniti untuk
. iue tu hirnpunen be gia n J deri gerls riil ii adef eh ter ba_

ii et&s jika jj memiliki batas etes yaitu .]ike terr"lapat

=:, sedemikian hingga x 4 O untuk semua x gE. iv,aka jika
terdepat suremuJn deri lJ ( betas atas terkecil cisri d)

'-is sup. -0 .yaitu baies atas dari E sederniki-an hingga ,

slrpCasupu

_1
L\ )

su8-

^t-utt

:- c€jre yang sama, LJ terbatas di baweh jika
3e tes baweh .yakni j ixa terdepe t sul, tu s e

.u

k

memili-ki

sei.er:iikien
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1J.

': x/&

- -Jl dari

.^ ce, ta s

- . oEtes

untuk semu& x € X. i\iake

d ( oc ta s oaweir ter oesar

be"ureh dari .d sederrilkien
''.-. i: ;i e Lrntuk i j uge :

.0 I U, ter:ciepet-

,J) diiulis inr jr,

r'6 nge r-, ( ,')

SUpf e{ilUtnn..ve

iika
A---'UC-1r

,1 i - ^ ^.11r rlFHc

inl' a 2r inI d

.: setlap himpLrnan oagrian tex kosong U C rj.
' .: Ja tes j ika ts sekaligus terbe ta r_r cli E.t&.s cien ,li bawal-r

' rntuk suE tu perneiaan t,

- ^-.-siken rek kosong dsn

---s dengan :

: .Lr( r,) 
-._+ H dllienr,

t er. Da te s di a te, s rne.k a

sup 'lx,
x€ ott)

; rxa Fi( T) ter be tas di hawah,

ini 1'.,.
x€ rt( r)

:-:si 2.1..4.

' ( x.- ) di da Lt.tri sue tu3a rt sa n rl
'. :-ttL konvergen j ikr, teriiape, t x

linr d( x,,, x) = U
n_? crl 11

infirnwnnya ditul.is dengan

ru&ngnietrik I = (nrci)

€ .}. sederni-kian hingga

tt-L

-_.eout liirrit dar'i ( x- ) J.r,n ditulis:

lirn xr.,
n_)(n -^

tau leoiii sederhana x
----+ 

x. Selanjutn.ye (*rr) iliseo;t

n

=

'.'ergen teriradap x a te,u rneiriiliki liruit x jika (rrr) tidr,k
,tise 5ui diver,6;en.

t
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-.ienis1 2.1.5.

- -.Eiu berj-sen (*r) di daiarn su.&*uu ruang metri-ks, X = (X'a;

--:.atakan Ceucny jike un;iik seij-Ep L > O terdapat suetu -

= N( f ) sedemikian ningge

d(xm ,xn) < L untuk setiap

^rng X dike tekan sempurrne .i ika setiap

-:-em X konvergen yeitu memiliki .i;imit

---: memperlihatkan bahwa (xr.)

.-i:u titik xo €X dan suatu

r -:-kan tiga jenls himpunen i

' m n ni' n' 2 2

mrn ) N.

barisan Cauchy di
suatu elemen dar i

adalah Cauchy.

(.tso1a buke )

(goia tertuti:p)

(.tsula tan)

^t-

x.

..::ema 2.1.6.

-=:iap barisan konvergen di dalam suatu ruang metriks ada-

-=:- suatu barlsan Cauchy.

: *-Ii :

.-..& x.- ---t' X' meka Ve ) 0 terdapat suatu N = N(e ) se-n

.=-.iklan hingga :

d(x-,x)< € vr.> rt
2

:::iesarkan ketidaks&m&&n segitiea diperoleh untuk mrrr ) N.

. .:(xo,r) =t* €x Ia(x,xo)
rrr(xO,r) =fx€X Id(x,xo)

<"J

1r]
- 

"\
. s(xo,r) = f* €x Id(x,xo)
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I sedemiklan hingga xn

12.

-siam ketiga kasus di atas, Xo iiiseout pi.isat den r rilse
1 meke B(xo,r ) d,isecul ccie satuen

. -!up, secare sederhana ciituiis .B.

:r& jika mengandung bole pada seti-ap titikn.ya. suetu

-1en bagian .ts darl .x. diketakan tertutup jlka komplemen

:r dalam.L ad.aleh buka yaitu : gc = X -.ts terbrrka.

" * bola buka B(xo, 6 ) berjari-jarl € d.isebut E- 1lng _

J,ingkungan dari *o berarti sembarang himpu
J( yang, rnengendung suatu E- liagkungan de_

A hlmpunan baglen d,arl suatu ruang metrlk I

=:i darl x .

t_. Andaikan

' ;sri-jari. Untuk r =

:aglan dari

: si-latr titik *o

::"dak) aisebut

:-:ik limit dari

,{kan A

netrlk

saka !

d.ari -f ( yang boleh berad.a delam A mau _

titik jcumpul (accumul_ation point) dari
A) jika setlap 1inekung,an d.ari xo me

. : :ng paline sedik i t saLu iirik .V € * berbed.a-d.ari-- xo.

^:ian yang ter6ili dari titik d.ari A d.an titik_titlk
-r dari A disebut cLosure (penutun) dari .a d.an dltulis
:n f .

- ..:6 2. 1 .7.

suatu himpunan beg'i an tak kosong dari suatu ru -
(Ird) dan f penutupnya seperti d.inyatakan di a_

r e f jika dan hanya jika terdapet suetu barisan (xo) di
------f x.
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.r tertutup -jika dan hanya jika terdepat suatu barisan
*r) e l, xn € x yang berarti bahwa x 6 e.

.r:deikan x t, A jika x € tt, suatu berj-san dari (x1 ,xr,.. )

,:ka x e I yang merupaken titik kumpul dari A. Akioatnye

^rtuk setiap n = 1r2r.... bole B(xr1/n) mengandung suatu

=r.,. € t, dan xr, 
---? x sebab 1/n -----* O s&ma seperti

:. -----)(n . Sebellknya jike (xrr) eda di dalern A dan -
,,," ---t' x, maka x € e ateu setiap lingkungan derl x me

rgandung tltik *n I x, sehingga x adelah suatu titik kum

13.

penutup.

bagien 2

;uI dari A akibatnye x L, E berdasarken defenisi

L tertutup jika dan hanya jlka A = j[ sehingga

ini berd.esarken pembuirtlan dari bagian 1.

" r:lema 2.1.8.

-atu rLrang bagian I

-an sempurna dengan

! iertutup dl dalam

" iri

deri suetu ruang metrlk sempurna X ada

sendiclnya jika dan hanya jlka himpunan

I.

'--:alkan I sempurna berdaser'kan teoreme 2.i.7. 1. untuk se-

-rp x € f terd.apat suetu barisan (xrr) di dalam A yeng kon-
::Jgeii terhedap x. lki.batnya (xr) adalah Cauchy berdasarkan
'? -lrenra 2,116. oengen ,fe:riL: j-an x € .t hei ini nnenrbuktj-kan -
::wa A tertutup sebab x 6e edaleh semberang.

I
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-: oe.liknya andeikEn I rertrutup aen (r.r) uauchy d.i caiern .A.

:ke xn H x € I. ya:tg oeier:i_ x € f oLeh teorema 2.1.7

=Eien periama oen x Ql:iceroieh A = I Dera.rserken esu-rsi.
': ibEtnya berlsan ceuchy senrceir-rg (xn) konvergen di dalam_

' ysrlg membuktiken keser:pli-rnEen deri a. oarem kasus_kasus
: -sng-rueng vektor dan khususny& r.u&ng ber,norm suatu pemeta
:--- disebut operator dan sering kari jlka pemetaan linier T

.:etaken r kedelam dirinyasend.lri r : r -----t r maka T di

. ,',:t opera tor 11nier .

" =: enlsi 2.1 .9 .

.:u operator Linier T adelah suatu cper.etcr sedemikran
- :.aga :

-cmeln D(T) dari T ad.elah ru&ng vektor den

-etak di dalam suetu ruang vektor melalui

-ltuk semua xry €D(T) den skelar-skalar p<

- Ty dan T( "< x) = o< Tx.

Range n(r) tel
fleld yang sam&.

, T(x+y) = Tx

operator linier I* :

x untuk semu& x € X,

I -----> I didelenlslkan oleh :

sec&r& sed.erhana ditulis I uutuk

.::ingga r* = x. andalken r dan y ruang-rusng bernorm dan

-.I) Y suatu operator linler, dlmana D(T) C I.
:;cr T dlkatakan terbatas jika terdapat suatu bilangen

- r sedemiklan hingga untuk senua x t D(f ) d.i_penuhi :

llr*tl * c ll *ll .

untuk teori- :uang nu1l (dalam ha1 ]ain disebut kernot
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15.

:- !naan

- :;em1k ian

integral) darl T

hingga Tx = O.

adileh hlmpunan serrua x 6 D(r)

lef enisi 2.'l .10.

Andaiken s suatu pemetaan linler dari u ke r; u dan 1acl.e-

-ah ruang-ruang bernorm sembarang, S : U ----) I jika ra-
:ge s adalair berdlmensi hingga sehingga s dikataken seba-

ari pemetaen berank hingga atau jika range memilj-ki dimen-

si n maka rank dari pemetaan disebut sama dengan n.

.,.2. RU.ANG HILSERT

-: dalam aplikasi matematika sering dipergunekan perhitung
::. l*[ .lrl cos e dimena x,y ad.alah dua vektor d.an 0 su

--i antera x dan y. secei'a uriurn konsep 1n1 merupaken perke

--?n dalam (1nner product).

- =:'enisi 2.2.1.

, -:ru perkelian dalarrr atas rueng linler x ditulis 1*,y)
'i.:{ f r aoatah pemetaan -x. x -x" kedal-arn fleld skeler K deri
. ::cemiklan hingga untuk semua vektor-vektor xry, z d.an ska

.: & di-peroleh :

(*,y) > o <:€ x I o

( *,y) = <rf)
-y'X,Y) = x1*,y)

\x * yrtT = (*,r) u 1t,z)

i disebut ru€ing perkellan darem (inner product space).
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16.

:aiarn ruens berdimensi due R2, jika x = ( { 1, f ?) dan

' c.,tr) i.ue rltik sem.bei'eng di- celem lr2. Rumus jarak
-::r x den y eteu perjEr.t !eng6e1 garis yeng nenthubung
":-ja aoeleh :

: erke lien

\tV(2r -"r) + tLz ez)

delam ates I menyateken suetu norm ates I,

ll,.l[=
:E suetu metrik

d(x,y)

atas I dinyataken dengen :

=ll *vll =@

'-:. jarak deri
rcnjedi ll = -
r dari O ke

dua vektor

trah i

::::lye untuk setlap pss

Ltel *Lzez = (x,y),

v

x

Il.llll,ll
engan vektor x den

sehi.ngga j elesLeh
nr

cos lX-(\ ) =
I

(*'v)

ll .ii =\6
x ketitik o = (OrO) den jerek entera x dan
y Il . Penden g d sudut entera penggel gE-

dengen absis positif yang sama. Sudut anta_
dan y adalah * - e, sehlngga kosinusnye

cos (e-P ) = cos d cou P + sj_n a{ sinp

L, e, * L, o,

( *,.y )

Il.ll.ll,ii

y di ber j-kan

bahwa :
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17,

Jef eni-s1 2.2.2.

iuatu eLemen x dari suetu ruant pe:'kai:-en dalftn x d,ikete-
crtthogonal terhadep suetu eleinen y € I', ditulis x -L y,
j ika ( x, y) - O. Dengen perke taen ]ei-n unt uk A , B _c I di-
:utis xJe jika x Ia va €t,oan I I B jika a J- u $a € r
:en vb € e. tndaikan {x, / i = 1,2,3,...,*J hj-mpunen ere

:-en-elemen di daram suatu rueng perkalisn dElern .x- y&ng rre

:e.nuhi (*i,*j) = 0, i i i, i,i = lr}r)r...,n edelah him

:unan elemen-elemen orthogona]. ftiisaLken 
"i = *i/ 11 "ifl,

.:eka himpunan ["rJ disebut himpunan orthogonal.
3ira r. memillki dirnensi berhingga, andaikan himpunan beg].

=n E ada maka disebut suetu oasis untuk x sed.emrkian hing
i& setiap eremen dari "f dapat ditulis d.engan tunggal seba

=-ei kombimasi li-nier berhlngga elemen-elemen dari E.

-ontoh : E = {.r/ i - 1,2,),.....r} d,isebut basis Schau-

-:r jika setiap elemen dari x 6 X dapat dj-nyatekan sec&re
::'ngga1 dengan suetu hesj-I ju-rah (suivr) yaltu x =Zo{r*a,
r-rlane. X.i € tt.

-:fenisl 2.2.3.
-:srj-san {e. / i = lrlr)r...,rr}Ll-

-rer untuk I yang juga merupakan

:-t basis orf,hogonal dari ^L.

- =fenisi 2.2.1.

didalam suatu basis Schq

himpunan orthogonal dise

-r-atu ruang hilbert etialeh sustu rugng perkallan dalam
i:xpurn& dimana metrlk d.inyataken ol-eh perkaLlan d.al-ern.
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:.:eng Euclid,ean Rn :

'ieng hn adalah suatu rueng hilbert
--iefenisiken oleh :

18.

deagan perkalian dalmr

1*,y) = ttA,
x =ttl ( br,... , tzn
demj-kian diperoleh :

t\ - tl = 1*,*) *

,, O.t

O;) =( O1r... r 0o)

+ ....

dan y

+f,
=(- _.:&nA

_ : :tg8Il

= 43, + "
ofts: d.ari kenyataan ini, metrik
EiSEn :

d(x,y) x-yll ={x-y,x-y>*
(L, - er)2+ .... + (Ln- err)r}r

1,2 ( a, u)

-.; vektor dari semua fungsi-fungsi bernil_ai rlil kontinu
erb) membentuE suatu ruang bernorm x dengan norm dide.o

c,l
.. + x' 12n
euclidean didefenisi-ken de

=11

=L

::kan oleh :

tl - tl =[{ x(t)z

: iiperoleh dari perkallen Xra,rlg dtrd,efenisikan oleh :

xrY = x(t)y(t) dt

.,] 

*

b

{
'a
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19.

, ielam suatu iueng

f r c:-Cefenj-siken

ao=inf

I

- -'9

jeiak S aeri suaiu elemen -netrik X,

nenj e <ii :

o(x - I:
vcr

-=iers ruang hernorn 1ni rnenjddi :

6 = i.r ll " ,ll
iEe

1 garls (segment) yang nrenghubungkan dua elemen x den

':-g dlberikan derl sustu ruang vektor r didefenislkan men

- :impunan semua z €X berbentuk :

z = o(x+ (f -o<)y,&6H, O* d- 11

himpunan bagj-an A dari .f dikatakan konveks ji-ka untuk

xry 6A dihubungkan oleh penggal garis d.ikand.ung dida

Untuk suatu ruant niloert I d.an xry dua elemen d.arl

Il" * v\l2 = 1*ny, x+y )

1*,*7 * 1y,x) +1*,y7 * 4v,v7
ll *ll ' + <-o> + (x,y) * llvll 2

:1 cara y8n8 s&ma :

ll " ,1\ 2 = ll,.il ' - /il7+ t[ ,ll '
diperoleh :

nl **yll 2 +l[ --ytl =z ll 'll 'rullrll
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20.

"=ofema 2.2.5.

"--leikan L suatu rueng perkalien d.alam den t f fi su&tu nifi-

-::En bagien konveks yeng sempurna (dimena matrlks ciiinduk-

:-..:gn d.engan perkelj-an d.alam). Iiraka Vx €f terd'apat dengan

-:-Age1 y Qf sedemikian hlngga :

. -l a
a

:xsistensl : berdesarkan defenj-si suatu himpunan terdapat

saatu barisan (vrr) dj- dalam A sedemikian hingga :

Eo,---+ 6; d.imana 5o = il " - ,* Il

- lperliha tkan

--peroleh It ,
bahwa (y.

,,ll = 6o

+'nl[ =

n) adalah cauchy yn - x = "r,
dan

[", [l ,, * Ym - ,*11

? Il *iyn + ym)

26

= [L t" - ",,,1[ '
= II ", + ",[l ' + z([lv,,l]z+ [lu*ll'
€-izSl2 + z(6n' +6,n2)

.il

v
- : ca b rr ada]ah k onvek s

--anjutnye dipei olen

senj-np,gt *(fr, * Yr) & t

Y-Y.-.=vvlL 1rl n IL

-.-5et hukunr iejaren e,enjang '
rl ll 2

\l .y" - y,ull -
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21.

l-ieienj-si (2.2.2) meeur:iuxkan bahwa (frr) Cauchy' akibatnye

.Ll s iE I ei: senp'ji::y .Lc*:l .i-a.) kciverger terhedep y yaitu :

,o r-.+ J € t'- Ke^==:-e ; L t llaka d'iperoienllx y\l >d'

Juga be;'iessrker (2.2.2) maka !

ll,-yll :l\ " v,,ll +\l v,,-v\\

= d,, * 1l ,. - r\l r--+ 5

ini memperlihatken bshwa l[ * Y \\ = C

:. Ketunggalan : dlasunisikan bahwa V t I dan yo ( A dimana

keduanya memenuhi z

dan ll. - ,"ll = 6

. Berd.asarka.n hukum jajaran geniang

(y - x) (yo - *)ll 2

Ir - *ll 2 + z lt yo - "l[2 -ll (y-x) +

yo - ")ll 
2.

62 + 262- z2 lf*ty+yo) *ll '.

lan

:arj- sisj- kanan, +(

ll+ (v + Yo)

y * yo) € A, sehlngge :

*ll> 6

[\= - yll = d

d.lperoleh Yo

\l , - yo\\ 2

=y

=ll

-)

(

=2

-ni bererti sisi sebelah kanan lebih kecil atau sama de-

:.8an , 262 + 262 162 = o. lkibatnya d.iperoleh keti-

:aksemaa" l\ y - roll 40. Jelaslah ll , - rofl 77 o sehingga

::peroleh yo = J.
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-emma 2.2.6.

-a1em teorema 2.2.5 t panCeng A sueiL. ruEng bagien

:eri y den x €1. tr.eke z = x y aie)-eh orthogonei_

::ktl :

.:ka , L y tldak bener akan terdapat suatu yl € y
-.:ngga:

1r,yr>=f*o

ll ,- orrll'

:::yataan di da

a=

- persamaBn

-*ken

2)

S CMD iITIiE

eergen y.

sedemikian

. =Iaslah, y1 * O sedangkan dalam hal lain l.rryi) = O oleh
-:rena itu untuk sembarang skalar o( ,

= 1z- oxi, ,- < yi)^

= 12,27 --x<z,yi)- r(kyi ,27-?<Ji ,$,
= {,,2) - Jp - *lF-e<gL,yL )]
lam tanda kurung t....] adalah no1 jika dl-

v
(" r'Yi)

= iTf ll x yll= Il * - vll
v(a

: oleh il rl[= lt* - y[{= 6, sehingga persamaan dl ates meng

_ tgt'
(yi, yi)

diperoleh

z, -oqyill ' = il "ll 
2

:

Il

:i 1ni tldak mungkin sebab

i r ffi iilfilflffiiiT[i
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2).

z -*yl = x - yZ d.imana yZ E y +dyl e y, sehing

,, \\f-err[12 5 berd.asarkan d,etenisi dari d akibetnva di-
: ei'oieh (?.2.)) tidek berleku dan lemme terbukti.
!.epresentasi dari suatu ruang hilbert di-nyetakan sebagei

=tu direct sum yrng seccr& khusus sederhana dan pantes se

:sb he1 ini menggunekan feedeh slfat orthogonel.

-:fenlsi 2.2.7.

SU

--latu rueng vektor -X.

;:en A dan B deri X,

-:niliki Tepresentasl

H = | e B,

direct sr:m dari dua ruang

= { e B, jika setiap x €f

€s.

dika takan

ditulis I
tunggal !

a e t, b

ba

X=Q+b,

r:{& B disebut komplement al;abar dari A d.i d.a}am X

:=liknya, dan l, B disebut pasangan komplemen darl
--:-g hilhert H. &aka :

d.an se-

ruarlg-ru

I8=l

: .:ti :

i:r?n& H sempurna dan I tertutup, A sempurna berd.asarkan te-
"-:na (2.1.8). lkibatnya A adalah konveks. Teoreme 2.2.5 d.an

: -rerna 2.2.6 menjeLaskan bahwa untuk setlap x g H terdapat

i f sedemiki-an hingga :

I

x = a * b, b € g = l^

:rk membuiiiken sifet iunggalnye diasumsikan bahwa :

X=8+b=Ul=bi

I
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25.

'ribstny' y/ t adeleh oper&ror i-dentltas Et&s A. Dan untuk

' = Al ciiire si iken lemma berik ut .

:a.fimt 2.2.7.

::premen orthogonal- .gr deri su&tu ruang bagian tertrrrup A

-.:i suetu ruang hiloert H adalan rueng nulr N(p) d.arl pro_
,:tSi orthogonel I Csri I pada A.

Andeikan X suetu ruang li-nier bernorm dan pandang -
:unan senua fungsi-fungsi lin-ler terbatas l lrl?r.. ... X

K dj-defenisj-kan atas X. Secera linier dineroleh bahwa

-l- Juml-ah dua fungsi linier sembalang juga inerupakan f ung

-lnier dan untuk suatu pergandaan skalar dari suatu fung-

-inier adalah Juga fungsi linier. Selan;iutnya himpunan -
-u lungsi-fungsi terbatas l-inier atas -K adalah ruang lini

-:u sendili dimane ha1 ini disebut rueng dual dari X.

i =risi 2.2.8.

:-i ruang d.ual- bernorm d.qri I, ditutis {* adalah suatu ru-
iual yeng didefenisikan atasnya suatu norm.

**:kan x elemen deri X maka norm didefenisiken sebagai

-.- Ut :

:aBa
il=
bole

fl x*

delab
:iB t | *-t *r ll
satuan tertutup

:iiB 2.2.5.

-ken S suatu pernetaan linier

dari X

antera ru&ng hiibert U dan

: UH-f.'^ ruang berdimensi hingga I,S
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21.

:imena arBl €.q den

.i'a a 11 € ^q sed.e

L1 & ul (,r not
:rg8 b = b1.

a d.i dalem x = a + b, b (e = AI disebut proyeksi or-
:logonal deri t
lisalnya H. = R2

aEES sumbu L 
1

uhya adalah a

Persamaanx=a+b, b€il
. .- etaen :

.8. i[eke "-t1 = bt b. i,kibet-

1 - b €a = AI, diperlj-natken Dei:

. lnl bererti a = ul akioetnya

atas A, etau singkatnya proyeksi I ates A.

dan proyeksihan sembarang titik x =(Llrf-Z)
yang memerankan aturan dari A dimana proyek=

= ( Lt,a ).

brbl €
ngkan b

= t'i

, H 

-_-+.A|-), =Fx

--sebut operator proyeksi (proyeksi ) dari H ped.a

P edeleh operator linier terbatas p memetakan !

H pada A

A pada dirin.ya sendirj-

B - A r pada tol
: lisebut idempotent bila

Y2=!
:--ituk setiap x €H ,

)!-x = P(Px)

=Px

= .A I mend.efenislkan suatu

A. Jelag

UNIVERSITAS MEDAN AREA



h:ke terdep8t suetu

- hingga S dioaresi

- .; ektiI .

: --rtri :

, -laikan

" - reriken

Su

,,,1 dinyateken :

( ti,, )
n

26.

rueng berdimensi hingga f ( U sedernj-kj-

ter .japat A merupekan suetu pernetaen -

1r.... rn, suatu basj_s untuk range S<X.

QU, Su dap8t d,inyatakan :

= lr.... rr dj-rnene setiep dari d.i da-

["rJ , i =

sembarang u

= fr<.u' i

,li -*€U = U

su = X(,rr,*)."i

I

di

-i _,rr-t

iecar& li-nj-er bebas Jan nenghasilkan suatu ruang bagian
T-:imensi n, misalkan th c u. Akibatnya u = lt1 e Ma d.ari ru

hilbert. And.aikan u €ruI maka ltiru) = &L = 6.

- - iul C us ( Ruang null)

ikan u QUs maka :

su = o :Z 4r,u) ei

itu "i bebas, setiap ltrru) = O, i = 1;.... . n, se-

UI = Hs.S memetaken h bijektif terhed.ap range S dan-

=tnye s dibetesl terhadep rr adeiah suetu peffietean in;jek
:-3 dalem x.
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27.

--- . ). TE0h,I Slstkrlt

Andeiksn I suetu garis:'iil- i1. A:id.aiken UrI,Y ruang

. reng linier bernorm d.eri fungsi-i'.i-rigsj- a;as i. tisaiken fL
-,-npunan bagian tek kosong dari U, 6 : X x I xJL x I 

-)1f,^atu pemetean l-inier dan q, : -X. x 1 Y suetu pernetaen

- -eier.

- = fenisi 2.3.1 .

. -.etu sistem l-inier ditulls depat direpresentasikan oleh

Z = tr,u,J2,-r,y,h,nj
--.r:en& UrX,Y masing-masing berkenaan dengan ruang masukan,

. -:ng kead.aan, ruang hasil dan-(I- d.inyatakan sebegai- masukan

: suk&n yeng dapat diterinra serta b merupakan pemindahen -
:snslsi keadaan yang memililii sitlat :

6(X(to),t,r,rr(t),t1) = r(tr)

e (to,t1), x(io) € u, u(t) € x, x(t., ) € v dan T1. mer"rpaken

.:indahen hasil.

.,

disebut seja sis

untuk x( t., ) = 0,

biasa).

andaikan *1 r*2
:egei masukan, Jlry2 sebagei hasil den .1r"2 sebegei galat
.adaan) seperti dapat diperlihatkan pada Sambar dibawah :

:)

Untuk sela.njutnya suatu sistem linier

dirnena x(tt) disebut keadaan netral dan

= Q ertinya sistern delem keadean awal (

Untuk pengertian yang leoih sederhana

Qt Yr

tl

tlz
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-ii::an& r *i, y1 -:.:1tr *i adalah fungsi-f ungsi waktu d.an biesa

:.-/r di-cief enisiken untuk t )- o ateu untuk t C. z+ yeng di-nya_

:akan daLem nil-a1-nilei riil ateu didalern suetu rueng hil
":rt (bernorm). Dlberiken beberapa asumsi atas due operator
-., dan 'lz yaitu iika *1r*2 termasuk kebeberapa keles make

- -,e z dan y1'yz iiuga termasuk kedelam kel-as yang sama. per-

: -'n&an-persam&an sistern di atas adelah :

= u1 + 'I?uZ

= "Z T.1"1

dan T, masing-masj-ng merupakan suatu ogerator yang mela-

-: r-r. tindaken atas masukannya masing-masi-ng u1 den ez un

j menghasilkan masing-masing y., dan yr. persamaan :

= "1 + Tz"z dan u2 = *2 T1"1 ditafsirkan sebagai pengen

-ian seperti diperlihetkan pada gambar di atas. Den pengem

:-<an terhadap ,i, i = 1r2r3r...11 mengambll niLai-nilai di-
-an R2 dengen komponen-komponen (ur)., dan (ur)r. Operator
sdeleh suatu jenis operator Gangguan yeng men elankan

d.an rnembagi voLtase. Opera,tor,, [, merq;lekan suatu iienis

:ator pene::ilniian y&ng menjelanliau vs)l-tase dan rnembagi-ba-

:rus. Ateu dengan kata lain persam&a, u1 = e1 + !re2 me_

:ekan hukum arus kircholf dan persarn&Bn ,2 = "Z T1r1 me

:gkr,n hi:.ka,-. voiiase kiichofi. .la,ij- suatu sistem dapet di-
.aken sebegai pengg8bungan beberapa korllponen yang saling

*.1

u
Î

=itan dan seling bekerje sem&.
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,efenlsi 2.3.2.

Suatu sistem Z ciinyeiaken terkenriel-i pe da t, iike rian .ce-

nye jika dioeri.kan to dan r(tu) terdapei suetu !,t € I,

r>l d.an u €fL sedemikian hingga

6(x(to),to,u(t),t) = Q

Dengan kata lain, suatu keadaan terkemdali ilka dan

rianya jika hal itu dapat ditransformasikan ke keadaan net-

TaL di dalam waktu berhingga dengan menggunakan beberepa

aasukan yeng diperkenal-kan fungsi il.

I il ffiiflfififlflffi|flillil
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BAB III

P.BI,BA}ITSAI

Berdasarkan defeni-si pengendalien d,en asrrmsi mass.lah

gengendallan, terdapat u(t) unttrk sersnjutnya d,ituli-s u,

F"* 
didef enlsiken ates ( to, t 

1 
) sedenikj.en hingge r( t., ) = z.

Itriru*urru 
to,t., tertentu d.an demikian Juga r(r.) dengen pen-

Itfenislan pemetaan berikut :

fr: -LxlxUx.X.xlF:?I

:gan pemetaan S,

S:UxIr----_)t

-aen demikian hlrnpunan {t-' "\ cu adar-eh tak kouong.

tnd.aikan { u, ) suatu besis untuk r rnake z d.apat di-L IJ
:akan :

:18 O< i
takan

edalah

rnen;jadi
n

su = 7 fr(u)
-i _rr- I

t 1e1 + + .".3
bilangan-bilengan. J ika Su=zmakadepat

.-e secara linier merupakan fungsi,onal-fungsionel

-i. ft menghasilkari suetu ruant bagien berdimensj_

:. L CU. Karena U suatu ruang hilbert ysng dapat
,:pertl U = L O LI. -tserdasarkan teorema 2.2.5 dan

.:.8 terhadap setiep f €1, harus diper,oleh fi(u)
Ekioetnya LI 6 tt", d.lrne.na N" rutlng ngII dari S

bebas

n, ka

disu -
teore

=0Yu

lo.

ri
UNIVERSITAS MEDAN AREA



ls;insikan oahne u €

Ii - 0, i. - ir...,Ii. iacii

.Andaikan u +

)1 .

N . meka Su = O dan ini berarti--
S,

.l- Tir" L L^ untuk man& N= - L-. hare

teorema 2.2.10.

semberang untuk m&na Su = z

:ls L, I' memiiiki rii;iiensi Ii, peneteen S dibatasi terhedap L

litulis dengan S, injektlf dan elemen norm mlnimurn tunggal

t;', L C u, ada oerdasarkan

rengan *1 kL, uZ

Su = Su.l

= s*1

::dangkan :

ll "ll = li ", ii
.:hingsa 1\ " 1\ 7 ll ",ll
:mum yang memenuhi Su

t( lt+ \i 'zll
dan *1 (t adalah eLemen norm mi-

*r+uz'u

I O, make

+ S*2
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Brts iv

KeTGLUtr.AI

1. Andeiken I suatu ruang perkalian daiem Can dan rt I J s*-

atu himpunan bagian konveks Jreng seinpurna dimana meir ins

diinduksikan dengan perkalian delem. Haka Vx 6 I. terC.epat

d.engan tunggal y €f sedexnikie hj-ngga

5l =i+l fi--ttl = ll *-ylt
ver

dan pandang

X. haka z =

A

x

suetu ruan€i bagian sempun& dari y dan x €
- y ade.lan ortliogonal dengan y.

Andaikan .A semberang himpunan bagian tertutup dari suqtu

ruang hilbert H. tiaka H = t e B, .ts = AI.

Suatu sistem f d:-Xataken terk:ndeli pad.a tu bila dioeriken

to, x(t) terdapet suatu t, T e t, t >rT den u € JL se-

demikian hingga; 6(x(to),t,u(t),t) = 0. Den untuk U ru-
ang hilbert f,2(f) d.ari ruang pengendallan d.apet ditentu-
kan suatu norri minimum u(t) EU sehingga diperoleh norm

mj-nj-mum untuk pengendalian sistem.

3',1 "
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I

)i"

BAB

i(dSIN}ULAfl

Untuk u €tt- dan Su r - r-_:::c-=;^ f. = O, i = 1r1r.., n.s -1

Sedernikien ningge apabt-iE -, i :.::---:-- rimensl hingga

dan pemetaan S dibatesj- terhaciap L ;.e--.= t' _ =ro-.. s',tEtu

elemen norm ininimum.

2. Diasumslkan elemen norm lrinin,wn u diperoleh menjacii i_;.:

elemen baru yeltu *1 dan u, maka pestilaii elemen norm u

tidak rninimurn.

). Dengan mend.efenj-sikan suatu sodel sistem lj.nier di_ dalam

ruang hllbert d.iperoleh sruatu pengead.allan nnininnra sis
tem yal,tu suatu elemen n6rm minimr:m d.i d.alam ruang hl1
bert yang memenuhi suatu pemetaen berrank hingga.
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