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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1. bLaleh sobeahsanG

Anelise fungsionel merupeken begien deri meteme tike
rurni seningge tvidek oerdeserken pengemeten den pengelemen
>ksprimen tevepl wmerupaken konsep-konsep logike den formeli
s&si deri model-model yeng tidek lasin sdeleh pendeketen ter
hedap pemecechan masslah kehidupen seheri-neri den saleh se-
tu model itu adelsh sistem.

spebile suatu sistem diaswnsikem § memiliki n keedeen

intervel x1,.......,xn, yeng menjedi r seéseren pengeruh u, .

. den menghesilken sebenyek m hasil Tqseoeoceeas ¥

* & & & 8 @ u
*

sedemikien hingge dengen mendefenisiken norm minimum den Tu
musennye didelem rueng hilbert meke aflikesinye didelem te-
ori lineer &deleh untuk memodelken prileku suatﬁ sigtem.
ien jike teori pengendelien tidek lein adelsh pengeturen te
rencana sugtu sistem &peken eds sustu strategi uatux menye-
ir suatu sitem den begeimene menentuksan stretegi untuk me-
nyetirnys sedemikien hingge pengendelian sustu zistenm tung=-
g2l (minimum) .

Jadil pendekaten alemish terhadep masaleh di atss ada-
-£n dengen mengguneken pendekeien esnelisa fungsionel dimena
sifet pengureian tunggal deri rueng ilbert dan sifat peme-

t=en berank.
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Suetu sistem edelen formelisesi
teori lineer di delem rueng nilvbert berdeserken enelise -
fungsionel. sndeiken edeien suttu sistem terxenuelil de-
ngen rueng keedeen berdimensi hinggs, t.\j &1, x(t
z € X dimene 1 edeleh himpunen wektu eteu operetor identi-
tes den X esdelesn rueng keedsan (rusng linier bernorm).
Bile U &delsh rueng hilbert L211) deri rueng penmgendeliean
Jedi masalehnye edaleh tentuken u(t) €U sedemikien hing-

ge untuk beberape t, €I dipcroleh
e. x(t1) = 7z

b. [{u[{ diminimumken etes (t,,t,) dimene “"\ mewekili

norm &tas L2(t oy - O
o
I;3.AKSUD DAN LTUJUAN

Untuk memperlihetken begeimena mengeneliss pengenda-
lien minimum dari sueftu-.sistem secara aneliss fungsionel.
l.4. NANFAAT PENBLITIAN

Sebagel dessr anelise untuk menetapken suetu pengen
delien optimel (minimum) deri suetu sistem yeng didefeni-
siken.

I1.5. KERANGKA PENIKIKAN .

Sebelum memulai proses penyelessian messleh, perlu di
Jelesken behwe semue eksiome yeng diguneken ysng memungkin-
ken delem analise ini merupeken suetu pendeksten ebstrek -
terhedep deskripsi maselelr sistem secere menyetruruh den 4i-
esumsiken semue masalesh yeng mungkin muncul depet diselesei

«an dengen mengubsh pemodelen sistem dengen model linier.
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rengkeh-lengkeh yeng diguneken untuk menyeleseiken meselen

T&s edelehn

}.l
m
w

5
=t

Lengkeh 1 : Menyejiken defenisi dan teori tenteng peme-

teen, rueng metriks, rusng linier, norm, be

risesn den bssis.

Lengkeh 11 ¢ menyejiken defenisi dan teori tentang ruang
hilbert, penjelasannya.

Lengken 111 : Pendefenisien sistem den sistem terkendeli.

vengken 1V : luenentuken pengendelien sistem minimum delem
rueng hilbert.

Secere sederhene lengkeh-lengkeh di etes depet gamberken de

lem diegrem berikut ini :

Kueng Linier

Sistem

kuesng Hilbert

Sistem Linier

Pengendelien Sistem
T

MASALAH MININIS&SL ol uenNUsLLlaN SISTEM
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1.6, TINJaUAN FUSTLKA

o P T o ¥ R e S RET T S R e 71 . e ¥ PO L P
ODETIEY OET1ISEN ~0oaves g G 11 QELEN Sustu True g BELIT1KS8
-1€lgn sUETU derisen Leuchy den dinveteken nehwe bile X Su=-

=Tu rueng perkelien Jdelem den b £ b suetu nimpunen begien -
zonveks yeng sempurne dimene metriks diinduksiken dengen per
<elien delem meke ¥x € X terdepst dengen tunggel y € 4 sede .
=ikien hinggs :

é = gréi Bz -5l = llx -yl

y
>ietu sistem linier 2. , depet direpresentesiken olen
Z = { l,U,fL,x,y,ﬂ},rL} dimene U, x, y mesing-mesing ber-
<eneen dengen rueng mesuken, rueng kesdaen dan rueng hesil,
fL dinyeteken sebegei mesuken-mesuken yeng depet diterime ,

2 merupeken pemindehen trensisi kesdean yeng memiliki sifsat

a}(x(to),tosu(t)stAI) = X{t-l)
t & (i 0,0, x(t,) Eu, u(t) €x. x(t,) €y den VL merupeken

cemindehen hesil. Sustu sistem 2 dinyeteken terkendeli pede

°, Jike diberiken t_ meke terdepet x(t,) suetu t,™€& 1, den

t 7T serta u €M sedemikian hingge :

o(x(t ), t ,u(T™),t) =0
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BAB 11

LANDASAN TEORL

I1.17. DASAR TEURIL

Andeiken x den y himpunen-himpunen den i X sembds -
reng himpunen bagien. Sustu pemetean T dsri 4 kedelem y di-
peroleh dengan menghubungken setisp x € A4 sustu y tunggel
di delem Y, ditulis y = Tx dan disebut bayengen deri x ter-
nedep T. Himpunen 4 disebut domein deri defenisi T den dome

in deri T ditulis D(T) den ditulis :

=

O(L) ——————> y
X ——————s Ix

nenge k(1) deri T edeleh himpunen semue bayengen-beyengen

yeitu :

R(T) = {_y EY / y = Ix untuk beberepe x E,D(T)}.
selem kesus R(T) = y pemetesn 1 disebut pemeteen surjektif.
Jike Yy € K(T) terdepet suetu elemen tungegal y = Tx meks T
iikateken sebsgei pemetsean injektif. Jikse T sekeligus sur-
Jextif den injektif meke T disebut pemeteen bijektif.
Defenisi 2.1.1.

Suetu rueng metriks edeleh pasangen (X,d) dimens X edsleh -
suetu himpunén den d esdelash metriks stas X yaitu suatu fung
51 yeng didefenisiken ates x € X sedemikien hingge ¥ x,y,z
€ L sehinggs diperoleh

d bernilei riil, berhingge den tek negetif

<. d(x,y) = 0 jike den henye jike x = N

UNIVERSITAS MEDAN AREA



(simetris)
¥ (hetideksemeen sepitigs)

suetu rueng linier (rueng vektor) melelui suestu field n &de

~eh suetu himpunen tek kosong X dengen &nggoté X,y,.....

.disebut vektor-vektor)

serikut :

-

2. Fenggendesn vektor-vektor dengen skeler eteu elemen deri

K.

perseameé dengen dus operesi aljeber

. PYenjumlehen vektor-vektor

renjumlehan vektor dinysteken sebegei hesil jumleah peésangen

terurut (x,y) yeitu x + y sedemikien hingge sifet-sifst be-

rikut berlsku

(komutetif)

2o X+ (y +2) =(x +y) « z (essosietif)

Jengen demikien terdapet suetu vektor O (vektor nol) dan se

“iep vektor femiliki -x (vektor invers) sehingga diperolen

x + 0

X + (-x)

X

0

fenggendeen vektor-vektor dengen skeler dinyateken sebegei

assil keli (product) deri X € k den x € X, yeitu ox sedemi

«ien hinggas untuk £, €

o< (%)

1=

UNIVERSITAS MEDAN AREA
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den x,y € X diperoleh :

(¢ )x

X



ien

{O(+[3}X=O(X -r[g}l
Selenjutnye penjumnlehen vektor depei dinyeteken sebegei su-
stu pemetsen 4o X A& ———> A, sedengken penggendesen dengen
sxeler merupeken pemetsen h x A «——s X,
Suetu fungsi etes suetu rueng linier ke rueng linier y&ng
~£in disebut linier jike memenuhi due ketentusn berilkut

o I(y) = o<f(y), ¥y € ¥, o< suetu bilengen riil
2 f(y1 + yz) = f(}'»l) + f(y2)9 331,3(2 G:Y

Suetu fungsi f mempunyei linier secere lokel jike untuk be-

cerepa konstente positif M berleku :

- I(x, o+ x2) = £(xq) + f(x2J, ¥x %, € X sedemikien hing
Ll = 1 )& we

2. £( ™~x) = P~f(x), ¥x EX, ¥A &;R2 sedemikien hinggs

l[x“fém, H}x“ £ .

o

o
ga

sndeiken X, Y rusng-rueng linier melelui skeler field veng
seme mak&é suetu pemeteen linier T secers sederhens sdelsh
to=7u fungsi linier T ¢ A ———> ¥

«i¥s £ & X deri rueng linier nmeke 4 disebut rueng ovsgion -

oy (linier subspecs) Jdari X.

UNIVERSITAS MEDAN AREA




SUETU nornm &tes rueng vektor X adalsh sustu fungsi bernilei
Tiii eles X yeng memiliki nilsei pede x € X ditulis l‘xlld&n

—emilikil sifet-sifet seoepei berikut

I =<1l % o

| x|} = 0o &= 0

loax i = L] [ <]

{\x e ;Nl f[l~“ + [[ XI’ (ketdeksemaen segitige)

limgne x den y Seimpereng vektor di delem A& dan o< gkeler -

sembsreang.

~etidektergentungen linier dan ketergentungen linier dari -
suetu himpunen 4 deri vektor-vektor KpseeoayX, (r 2; 1) di-
lelem sustu rusng vektor i dinyeteken oleh persemsen pberi -

“

Ky X+ K, Foiaee.. + <X X, =0 $2:141)

oK+ pl &delah skeler-skeler. Persemssn 2.1.1

Jselas berleku untuk oy = D{é 2 swse s e = D(} = O

sile hal ini henye merup&gken r skeler dimens 2.%s1. berlsku
mek&é himpunen 4 diketeken bebas linier. Jedli A disebut ter-
gentung jike 4 tidsk bebes linier yeitu jike 2.1.1 berlaku
<ntuk semue skeler yeng tidek semus nol.

SUETU ruen

. r+rm
VeX L OT

om

4 QiXetekan berdimensi hingge jike terde
“=T suetu bilengen bulat positif n sedemikien hingge X me -

mgendung sus tu himpunen yeng bebes linier deri n vektor.

UNIVERSITAS MEDAN AREA



ot besis untuk X (besis di delem X). Jike €ﬂ1sp

gxen ninpuien sembereng deri n o+ 1 steu lebih VeXitor -

- a sSecere linier tidek oeoes n diseouz dimensi etes 4
ign = 33-, 41
#= 1im X = n, n veniol yeng secere linier bebss deri X di

2y e @y
il

== suetu besis untuk A. leks setiep x ¢ A memiliki sua-

fepresentesi tunggel sebegei kombinesi linier deri vek -

mr-vektor besis yeitu :

X 2 08 F eenel X €

iselnys suetu besis untuk R™ edeleh

ey = (F@y0s s wornsls

M
|

o = (0,0 505 vesagO¥s

LA L I L I I S RS

e — (0,0’U,co--’o)o

ini seringkeli dineystekean Scpoegtl besis kenonik untuk
Suetu himpunen begien © deri geris riil K edeleh terbs-

di etes jike K memiliki batas etes yeitu jike terdapet

€ K sedemikien hingge x £ b untuk semus x € B. heke jika

~*ulis sup. £ yeitu betes atas deri E sedemikisn hinggea

-—

-

o
—-—

J terdepat suremum deri & (betes stes terkecil deri 1)

% = b untuk setiap bstes ates b deri E.jugs

sup C & sup B

“dx setlep himpunen begien tek kosong CC =.

S SE0 cere yeng sem&, L terbates di baweh jike E memiliki -

‘4 betes baweh yekni jike terdepet suetu & € k sedemikien

UNIVERSITAS MEDAN AREA



tsfe X 2 e untuk semue x € k. heke iike £ # 0, terdepet-
“ifum deri 4 (betes oewsh teroesar deri g£) ditulis inf &,
4 betes bewsh deri B sedemikien ningge inf E Z & untuk

i1ep betes "mach & untuk £ juge

inf ¢ 2 inf &
iz setiep himpunen begien tek kosong C C L.
croetes Jike B sekeligus terbetes di aetes den di bawah
£ jike ® £ O sehingge inf & £ sup E.
Wife untuk suetu pemetesn I : D(L) —> K dimene range k(1)
“=sumsiken tek kosong den terbates di stes meka supremunnye

g tulis dengen :

sup Ix,
x€ (1)
= Jika R(T) terbetes di beweh, infimumnye ditulis dengen

inf 1x
x€& D(L)

= tu berisan (xn) di delem suetu rueng metrik X = (4,d) di

WEtexen konvergen jike terdepat x € X sedemikien hingge

lim d(xq,x) =: )
n—-> 1 :

¥ Z2isebut limit deri (xn) den ditulis :

lim X, = X
n-—-—?tn
Bizu lebih sederhens X, ——> X. Selenjutnye (xn) disebut

sonvergen terhedep x eteu memiliki limit x Jike (xn) tidek

mocvergen disebut divergen.
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_=fenisi 2.1.5.

Suetu berisen (x ) di delem suatu ruang metriks, X = (X,d)
iiketekan Csuchy jike untuk setiep &€ ) O terdapet sustu -

I = N(&) sedemikien ningge
d(xm,xn) £ g untuk setisp m,n > N.

~ueng X diketekan sempurne Jjike setiap berisan Cauchy di +

czlem X konvergen yeitu memiliki YX¥imit suestu elemen dari X.

Teorema 2.1.6.

-=tiegp barisan konvergen di dalem suetu rueng metriks adsa-
_2n suastu barisen Cauchy.
Bukti

iize x, —> X, meke ¥¢ 7 O terdspet suatu N = N(g& ) se-

t=mikian hinggas :
&
d(x_,x) < — ¥n > N
" 2
Zerdesarken ketidsksameen segitiga diperoleh untuk m,n > N.

£ £
d(xm.xn) %, d(xm,x) + d(x,xn) C o i B

2 2

=i memperlihatkan bahwa (xn) adalah Csauchy.
Szetu titik x £ X dan suetu bilesngen riil r > 0, didefe-

nisikan tige jenis himpunen :

. B(xo,r) = {x € X ld(x,xo) drj (Bola buke)
2. ﬁ(xo,r) =€x £ X [d(x,xo) < I‘} (Bola tertutup)
3. S(xo,r) = fx £X l d(x,xo) = r} (Buletan)

UNIVERSITAS MEDAN AREA




12.

. dslam ketige kasus di atas, X, disebut pusat dem r dise
.t Jeri-jari. Untuk r = 1 meke B(xo,r) disebut bola satuen
~#riutup, secsre sederhene ditulis B.

©w#iu himpunan bagian A deri suetu rueng metrik X diksteken
- wouke jike mengendung bole peds setiap titiknya. Suetu -
- “funen begien B deri X diketekan tertutup jika komplemen

% 41 dalem X adaleh buka yeitu : B = X - B terbuka,.

- “®%u polae buka B(x_, £ ) berjari-jari € disebut &£ ~ ling -
Wizmgen dari X,e Lingkungan deri X, bersrti sembarang himpu
== begian dari X yang mengendung suatu &~ lingkungen da-

-~ %_. Andaeikan A himpunen begien daeri suatu ruang metrik X

~

Sei= suatu titik X dari X (yang boleh bersda delsm A mau -
- «= tidak) disebut titik kumpul (accumuletion point) deri

& 2itik limit deari A) jika setiap lingkungen dari X, me -
se=ndung paling sedikit setu titik y € 4 berbeda dari x.

~.spunan yang terdiri deri titik dari A dan titik-titik -
- wspul dari A disebut closure (penutun) deri A dan ditulis

pmzen A.

(4

Searems 2.1.7.

wiiziken A suatu himpunan bagien tak kosong deri suatu ru -
Wiz =metrik (X,d) den X penutupnya seperti dinysteken di &-
@ meke

-

- x £14 jika dan henys jike terdapet suetu bsrisen (x,) di

~#.=m A sedemikien hingga X, —7x.
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13.

- & tertutup jika dan henyas jike terdepst sustu barisen -

.xn) G-A, X, ————> X yeang bersrti bshwa x € 4.
Bl t1

. indeikan x € A jike x € A, suatu barissn dari (x1,x2,..)
Jike x € A yeng merupeken titik kumpul deri 4. Akiostnye
untuk setiap n = 1,2,.... bola B(x,1/n) mengendung sustu

X € A den X, —>X sebab 1/n ———> 0 sema seperti

n ————3 01 . Sebaliknys jike (xn) ede di delem A dsn -

K. iw——ip Xy meka X € A ateu setiap lingkungen dari x me
ngandung titik x # X, sehingga x adelsh suatu titik kum
pul deri A ekibetnye x &€ A berdesarken defenisi penutup.

“. A tertutup jika den hanya jike A = X sehingge bagien 2

ini berdesarksn pembuktisn deri bagisn 1.
_zorema 2.1.8.

-uetu rueng bagien A deri suetu ruang metrik sempurne X ads
~eh sempurne dengan sendirinye jike dean hanye jike himpunen

4 tertutup di delam X.
Bukti
sndaikan A sempurna berdessarkan teoreme 2.1.7. 1. untuk se-

“lep X € A terdapet suetu barisen (x_) di dalem A yeng kon-
n

vergen terhedap x. Akibatnye (xn) adalah Cauchy berdesarkan

‘zorema 2,1,6. Dengen demikien x € 4 hel ini membuktikan -

=hwa A tertutup sebeb x & A edeslsh sembsrang.
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1 4‘ * N

-ebeliknys endeiken A tertutup den (xn) Cauchy di delem Ao
Leke Xy S——. R €x yeng opererti x € X oleh teoreme 2. 1.7
cegien perteme den x £ A diperoleh A = A berdeserken esumsi.
ikibstnye berisen Ceuchy sembereng (xn) konvergen di dalam-
4 yeng membuktiken kesempurneen deri A. Dalem kasus-kasus -
Tudeng-rueng vektor den khususnys rueng bernorm susatu pemeta
¢n disebut operator dan sering kali jika pemetaan linier T

scmetaken X kedelem dirinyesendiri T : X ———3 X meka T di

s=but operetor linier.

-=fenisgi 2.1.9.

~“2%u operator linier T adeleh sustu operator sedemikian -
L.nggs
Jomein D(T) deri T adelsh rueng vektor den Renge W(T) ter

letak di delem suetu rusng vektor melalui field yaeng seama.,

Untuk semua x,y € D(T) den skalar-skelar ¢ , T(x+y) = Tx
+ Ty dan T( «< x) = o< Tx.

~“=%u operator linier Ix : X ———> X didefenisikan oleh :

-~ T = X untuk semua x € X, secara sederhana ditulis 1 untuk
. _ ==hingge Ix = X. Andaiken X dan Y rueng-rueng bernorm dan

(T) ~——> Y suatu operator linier, dimana HT) C X,
#w2tor T dikatekan terbatas jika terdapat sustu bilengan

=

- ¢ sedemikien hingge untuk semua x € D(T) dipenuhi :
lexll £ ¢ | x]] .

“2 rusng null (delem hal lain disebut kernel untuk teori
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“
w

rsemeen integrel) dari T adsleh himpunen semus x & D(T)
sezaemikian hingge Tx = O.
Defenisi 2.1.10.

Andeiken S suetu pemetasan linier dari U ke X; U dan 1 ade-
leh rueng-rueng bernorm sembarsng, 5 : U ———> X jika ra-
nge S adeleh berdimensi hinggs sehingge S dikasteken seba-
zei pemeteen berank hingga atesu jika reange memiliki dimen-

si n meka rank deri pemetaan disebut sema dengsn n.

II1.2. RUANG HILBERT

Ji delem aplikesi metematike sering diperguneken perhitung
=n l x[ . lyl cos © dimena X,y &daleh dus vektor dsn © su
iut antere x dan y. Secers umum konsep ini merupeken perke

lien delem (inner product).
Defenisi 2.2.1.

“ustu perkelian delam atas rueng linier X ditulis <{x,y )
“x,y € X edalsh pemetsen X x X kedelam field sksler K deri
i+ sedemikian hingga untuk semua vektor-vektor X,Y¥,z den sks

ler K diperoleh :

b. {x,y770 & x £0

b {x,37={TE?

L%z, y) = XL,y

.o x 3,2y = (x,2) +Ly,zY

~#= 1 disebut rueng perkelien delem (inner product space).
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“. delam rueng berdimensi dus R2, Jika x = ( 21, fzg den

i = 191,92) due titik sembereng di delem hz. Rumus jarak -

-

Ll

“ere x den y eteu penjeng renggel garis yeng menghubung

sscmnyes sdeleh

2

2
(21-91) +t22-92)

=

= perkelien delem ates X menyeteken sustu norm stes X,

ETTu

: | || x “ =V <z

~-=Z=ne suetu metrik ataes X dinyeteken dengen :

=v<x - ¥y - x)

”’c ” =\/212 & 522

Tuk Jjerek deri x

d(x,y) = ” E =

ketitik 0 = (0,0) dan Jerek entere x den
menjedi ” X -y ‘

~® deri O ke y dengen absis positif yang seme. Sudut

Pendeng o¢ sudut anters pengegel ge-

ante-

iue vektor x den y adeleh of - (5 » Sehingge kosinusnye

=leh
cos (o(—-[lv) = cos o(cosp + 8in & sin[_%
£1 91 + %5 0,

NN

ye untuk setiep pesengen vektor x den Yy diberikan ni

T he tn
L

- Ll

2 2101 +2292 = {X,y ), sehingge jelssleh bahws :

cos('?(——(i)= <x,y 2

[l
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Defenisi 2.2.2.

Suatu elemen x deri sustu rusng perkelien delam x dikete-
ortthogonal terhedep suetu elemen y € X, ditulis x L y,
jike <x,y)» = 0. Dengen perketeen lein untuk A,B<X di-
tulis x 1A jike x L & ¥a € A den A L B jike a L b ¥a € A
jen ¥b &€ B. Andaiken {xi/ i=1,2,3,...,0} himpinen ele
men-elemen di dalem sustu rueng perkslisn delem X yeng me
menuhi <fxi,xjj> =0, 1 #j, 1, = 1,2,3,...,n &daleh him
punen elemen-elemen orthogones}l. Miselkan ey = xi/ \1 x Al
mek& himpunsen {ei} disebut himpunen orthogonsl.

B3ile X memiliki dimensi berhingge, andaiken himpunen begi
en E ede make disebut suetu oesis untuk X sedemikisan hing
ge setiep elemen dari X dapat ditulis dengan tunggal sebg

2l kombimesi linier berhingga elemen-elemen deri E.

Contoh : B = {ei/ i=1,2,3,....,0} disebut bssis Scheu-
ler jike setiap elemen daeri x &€ X daepet dinyetekan secers
tunggal dengen suetu hesil jumlah (SUM) yeitu x =2}{iei,
iimenea o{i € K.

Defenisi 2.2.3.

Zerisan {ei f T = 1,2,3,....,n} didelem suatu basis Schs
ader untuk X yang jugs merupaken himpunen orthogonsal dise

>ut besis orfhogonel dari X.
Jefenisi 2.2.4.

Suatu ruang hilbert edeleh sustu rueng perkalian dalam . :-

sempurna dimene metrik dinyetaken oleh perkalian dalem.
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fueng Euclidean R™ :

sueng K" edelsh suatu rueng hilbert dengen perkslien delem

:idefenisiken oleh :

Lx,y) = 2181 + eees +Znen
iimena x =(zj) = (Z’/P“"in dan y = (93) =(91,...,8 )

n
-2ngen demikien diperoleh :

=l - Cxoxy”
- (if'j ¥ oeeee + x2 )%

n
“=n deri kenyatean ini, metrik euclidean didefenisikan de -

Wx -yl = Lxy,x-y>?
Y_(i-‘[ - 91)2+ N (in - gn)zj'%

d(x,y)

]

Bueng Lz(a,b)

- w=ng vektor dari semua fungsi-fungsi bernilei riil kontinu
= (g,b) membentuk sustu ruang bernorm X dengan norm dide=

~sz2isiken oleh :

[ x| =[fh x(t)2 dt]

a

3

©=% diperoleh dari perkalien yang didefenisiken oleh
b

Xy = [ x(t)y(t) dt

‘a

.
L]
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ielem sustu rueng metrik X, jarek 8 deri sustu elemen -

£ I didefenisiken menjedi :
6 = inf d(x - ¥)
y€A
izlem rueng bernorm ini menjddi :

¢ =int flx- 5l

yEA

Fezzzel geris (segment) yang menghubungkan duas elemen x den
- r=ng diberiken deri sustu rueng vektor X didefenisikan men

L +ii nimpunen semus z € X berbentuk :
2= Xx+ (1 -X)y,lE&R, 05 X & |

~w=tu himpunan bagien A deri X diketekan konveks jikas untuk
wemue X,y € A dihubungken oleh penggal geris dikendung dida

~=m A, Untuk suatu rueng hilbert X den x,y dua elemen deri

e w5l - Cnimed
Lx,x 2+ Ly xP+Lx,5) + Ly

L xl2 + <xy) « <xy)+llyll 2

I

\emzen cere yeng seme :
e - ol 2= el 2 - £y 4 (19112

ngge diperoleh :

lx e ol2 o lx-sll =2 flal " a2l
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Teorema 2.2.5.

s-deikan X suetu rueng perkalian delem den A # P suatu him-
sunen begien konveks yeng sempurns (dimena matriks diinduk-
sixen dengen perkelien delem). keka ¥x € X terdepat dengen
tunggel y € A sedemikien hingge :

§=intllx -7 = \x -yl

yEA
ekt @

.. Zksistensi : berdesarken defenisi suatu himpunen terdepat

suetu barisén (yn) di delam A sedemikian hinggs :
511\____,;}. 6; dimana é:n'_' Hx-ynl]

Jiperlihetken behwa (yn) adaleh cauchy y, - X = v

iiperoleh H vnH = 8_ dan

“ v, ot vm“ H Y, * ¥y - 2% H

H

f

2 || 3y, + v - x|l

7 28
Sebeb A adaleh konveks sehingge Z(y, + ym) €4 .
Selenjutnye diperolen ¥ = ym = vn - vm'

skibet hukum jsjsren genjeng ,

“ In ~ ym“ - H Yn T Vm l ;
- e vl 2l fvall®

£-(26)% 4+ 200,° +§ %

]
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Defenisi (2.2.2) menunjukken bahwa (yn) Cauchy, akibatnye
A edeleh sempurne den {yn) konvergen terhedep y yeitu :
I —p y € A. Kerene Jy € A msks diperoleh ux-— y\];-gl‘

Juga berdesarken (2.2.2) maka :

Wx - vllelx - sl + Ny, - vl
= 611* “Yn-y\\l--—->5

Ini memperlihatkan behwa \\x - y\\ -6

. Ketunggalan : diasumsiken behwa Yy € A dan ¥y € A dimane

keduenya memenuhi :
“X-.Y“ = (5 dan “x_yon =&

den diperoleh .

Ny - 5\ °

y. Berdaserken hukum jejaran genjang

Iy - - (v, - 0|l 2

2lly - xl2+2lly, -=l®-1e-n) +
(9. # x)“ 2,

262 + 282 - 22“%(5( + ¥, - x"z.

Dari sisi kenen, z( y + yo) & A, sehinggs :

1l

s v +vy) -xllZd
Ini bererti sisi sebeleh kanan lebih kecil atau sema de-
ngen : 2(52 + 262 - 4(52 = 0., Akibetnya diperoleh keti-

ieksemasan “ Y - yon‘_‘-_O. Jelaslah H ¥ = ¥y u /7 O sehingga

diperoleh Yo = ¥+
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Lemms 2.2.6.

Jelem teorem& 2.2.5, pendeng A suetu rueng bsgien sempurne
ieri y den x € X. keke z = x - y edeleh orthogonel dengen y.
Bukti :

Jike z L y tidek bener aken terdapet suetu ¥y € y sedemikian
ninggae :

Lz, y;Y=+#0

.cleslah, y; # O sedangken delem hal lain <fz.yi> = 0 oleh =~

serene itu untuk semberang skelar « ,

| am sty = <omoxrys 5y
=<2,2) =&z, v y- ALYy, 2D - <Y a:}‘L}]
=2y - B — [P YLY)
rnyeteen di delam tenda kurung [....]edelsh nol jika di-

B=

Bilih :

_ £
LD LY,

=Tl persamean :

= intllx - Fll= | x - yi|
YA

~-zeroleh [|z)|= ||x - yll= &, sehingga persemsen di atas meng

P4

s21ken :

2
Do -wyll2=Jap2- 18« 42
Yi» Y37

“#pi ini tidek mungkin sebeb diperoleh :

-
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Z -p<y1 =X -y, dimene o =y + ofyd é:y, sehing
ze || Z.”“H“?/‘S berdssarken defenisi deri ¢ ekibetnve di-
peroleh (2.2.3) tidek berleku dan lemme terbukti.
sepresentasi deri suastu ruang hilbert dinysteken sebegei su
£tu direct sum yeng secere khusus sederhenes den pentes se -

oeb hel ini mengguneken feedeh sifet orthogonal.

vefenisi 2.2.7.

Suatu rueng vektor X diketeken direct sum deri dua rueng ba
zien A den B deri X, ditulis X = A @ B, jike setiep x £ X

memiliki representasi tunggsal
X =8a+b, a £€A, b €B.

s=ke B disebut komplement eljabar dari A di delem X den se-
*=liknya, den A, B disebut pasengan komplemen deari rusng-ru
sing hilbert H, Maka :

H=A8 B, B = A
Bukti
“srene H sempurna den A tertutup, A sempurne berdessrkan te-
sreme (2.1.8). Akibatnya A adalsh konveks. Teorema 2.2.5 dan
‘eorema 2.2.6 menjelasken bahwa untuk setisp x € H terdapat

* € A sedemikian hinggs :

x=a+b.béB=A"L

~=tuk membuktiken sifet tunggelnye diasumsiken bshwa :
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2xibe tnys P/A edeleh eperator identites stes A. Den untuk

B = Al dinesilken lemme berikut.
bemme 2.2.7.
tomplemen orthogonel Al deri suatu ruang bagian tertutup 4

“=ri suetu rueng hilbert H edelen ruang null N(P) deri pro-

r=<si orthogonel P dari M pads A.

Andeikan X suetu ruang linier bernorm den pandeng -

~xpunan semua fungsi-fungsi linier terbetas f.,,% X

EEPTEEREY
———> K didefenisiken astas X. Secere linier direroleh bahwse
“=sil jumleh dua fungsi linier sembetang juge merupekan fung
- linier den untuk suetu pergendean sk&lsr dari suatu fung-
*. linier adaleh juga fungsi linier. Selanjutnya himpunen -

~wmue fungsi-fungsi terbetes linier atas X adaleh rueng lini

= 1tu sendiri dimene hel ini disebut rueng dual deri X.

pfenisi 2.2.8.

= tu ruang dual bernorm dgri X, ditulis X" adalsh suatu ru-
: dual yesng didefenisikan atasnya suetu nerm.

t=ikan x* elemen dari X meka norm didefenisiken sebagei -

rikut
#* *
| =" - s ] <eof}
x€B
==na B esdelesh bole satuan tertutup dari X

Fema 2,2,6.
#iken S sustu pemetean linier antera rueng hilbert U dean

2 rueng berdimensi hingga X,S : U +—mm > X.
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iimene &,&, € A den b,b, € B. Meke a-&, = b, - b. Akibet-

aye & - &, € A sedangken b, - b &€B = i, diperlinetken ben

= & - &, € A f\‘AI = {()S . Ini bererti a = &, ekioetnya -

juge b = b1.
& di delem x = & + b, b £B = Al disebut proyeksi or-
taogonel deri x etes A, estau singkastnya proyeksi x ates A.
sisalnye H = R° den proyeksikan semberang titik x =(ﬁ1,£2)
£i£s sumbu 211 yeng memeranken &aturen deri A dimene proyek-
sinye adaleh & = ( 21,0 Ya
I

Persemeen x = a + b, b €83 = A mendefenisiken suetu

jemeteen

“isebut operator proyeksi (proyeksi) dari H peda A. Jelas

P edeleh operator linier terbstes P memetskan :
H pede A
A pede dirinyas sendiri
B =4t pada {O}

F disebut idempotent bils

»2 - p

untuk setiep x € H ,

2

o < P(Px)

Px
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seke terdepet suetu rueng berdimensi hingge A Q U gedemiki
1 hingge S dioatesi terdspat A merupekan suetu pemetaen -
injektif.
sukti 3
sndeiken {'ei} y L = 1,....,n, suatu basis untuk range s<C¥X
‘loeriken sembarsng u €U, Su dep@t dinyateken :

Su =Zo(iei, i=1,....,n dimene setiesp deri o<y da-

T dinysteken :

#*
o) <fi,u> » 2, €U = U

RELE

]

Su

2
Z<fi’u>'ei
i=1

*. secare linier bebes Jan menghesilkan suatu ruang bagien

wwrdimensi n, misalkan Nk C U, Akibatnys U

n @ M deri ru

O‘{i:e.

]

2z hilbert. Andeiksn u G;MI make (Ii,u>
e MI C Ns ( Ruang null)
viziken u € Ns meka

Su =0 =Z<.fi,u) e.

1

“=na itu ey bebasg, setiap (Ii,u>: 0, i 19eeeee N, se-

1228 MI = Ns.S memeteken M bijektif terhedep renge S dan-

~satnya S dibetesi terhedep M adeleh suetu pemetsen injek

ke dalem x.
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[I.3. TEOKI SISTEM

Andeiken I suetu geris riil nh. Andsiken U,X,Y rueng -
rueng linier bernorm deri fungsi-fungsi etes 1. kiselken {1
asimpunan begien tek kosong deri U, & : X x 1 XL X ] ewp X
suetu pemetean linier danm : X x I ——> Y suetu pemetaen
linier.
~=fenisi 2.3.1.

suetu sistem linier ditulis depet direpresentesiken oleh
Z = QI,U,-Q,I,Y,&,’Q’Z

cimena U,X,Y masing-mesing berkeneen dengen rueng mesukean,
rueng keadesen, ruang hasil danll.dinyatakan sebegel masukean
r=suken yang depet diterima serta & merupsken pemindahen -

irensisi keadean yeng memiliki sifat :

B(X(5,),%,,u(8),4

) = X))

o
- E‘(to't1)’ x(to) €U, u(t) € X, x(t1) € Y dan m merupeken
- semindehen hasil.
Untuk selsnjutnya suatu sistem linier disebut saje sis
tem, dimens x(t1) disebut keadaan netral den untuk x(t1)= O
.. %) = 0 ertinya sistem dalem keadean awal (biasa).
Untuk pengertian yasng lebih sederhsna andeikan UgsUs
s=0egei mesuken, Y255 sebegai hesil den €185 sebegel gsaslat

t=aedean) seperti daepat diperlihetken pade Bambar dibawsh :

: ey Y1
-~ =
-5 o T

S,

T |
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y: d&n ey edeleh fungsi-fungsi waktu dan biasa

aye didefenisiken untuk t 2 0 etau untuk t G;Z+ yeng dinye-
:ekan daelem nilei-nilei riil ateu didelem suetu rueng hil -
sert (bernorm). Diberiken beberepe asumsi atas dus operator

3 dan T2 yeitu jika u1,u2 termasuk kebeberspa keles make -

2085 dan YysYo juga termesuk kedelem kelss yeng same. Per-

semaan-persam&en sistem di atas adeleh :

u1 e1 + E2e2

U, = €, = T.e
dan T2 masing-masing merupekean suetu ofperator yang mela-

‘uzen tindeken stes masukennye mesing-mesing e, den €, un -
"1z menghasilkan masing-masing ¥4 dan Yoo Persemegn :

“y = e, + T,e, den u, = e, - T,e, ditafsirkan sebegei pengen

=lien seperti diperlihetken pada gember di atas. Den pengem
w=ngen terhedep U, i=1,2,3,...n mengambil nilei-nilei di-
=lem R2 dengen komponen-kompenen {ui)1 den (ui)2. Operator
~, edelsh sustu jenis operator gesngguen ysng menjelenken -

“r4s den membagi voltese. Oper&tor.T2 merupeken suatu jenis

s=rater penerimean yang menjelenken .voltase dan memb&gi-ba-
grus. Atau dengen kate lein persamsaan U, = eq + Tre, me=
= tekean hukum arus kirchoff den persamean u, = e, - Tieq me
stek&n hukum voliase kircheff. Jadi suatu sistem dapst di-
“iekeén sebegai penggebungen beberapa komponen yang saling

ts2itan den seling bekerje sama.
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Defenisi 2.3.2.
Suetu sistem Z dinyeteken terkendeli pede 1
nye jike dioeriken t_ den x(t_) terdepei suetu t, €I, -
: 27 den u & {1 sedemikisn hingga
E(x(tq),ta,u(’V),t) =0
Dengan kate lein, suetu kesdaan terkemdsli jike dan
nenya jika hel itu depet ditransformasikan ke keadesan net-

v2l di delem wektu berhingge dengan mengguneken beberepe -

mzsukan yeng diperkenslkan fungsi u.
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BAB III

PEMBAHRASAN

Berdesarken defenisi pengendelien den ssumsi maselsh
‘engendelien, terdapet u(t) untuk selenjutnye ditulis u,
=ng didefenisiken &tes (to,t1) sedemikien hingge x(t.)

~_lemens to,t1 tertentu den demikien juge xLzO,

=fenisian pemete&n berikut :

g : XxIxUxXx1 p——— X

-=ngen pemetsan 3,

S : U X1 rkr—m———>X

‘=ngen demikian himpunan '{S_1z]'C:U edaeleh tek keosong.

Andeikean {ei} suetu basis untuk X meke z dapet di-

r=taken :

Z = £1e1+....+ nen}
“mens o(i edaleh bilengen-bilengen. Jike Su = z meka depat

iyetaken menjadi
In

Su = 2 f.(uw
i=1

we e

né seceare linier merupeken fungsionel-fungsionel bebas

5 u. fi mengh&silken suatu ruang begien berdimensi n, ka

zn L, CU. Karena U sueatu ruaeng hilbert yaeng depst disu -
seperti U = L @ Ll. Berdasarkan teereme 2.2.5 den teore
.2.8 terhedep setisp f €L harus dipereleh £.(u) = 0 ¥u

~, €kibetnysa LI C_NS, dimena NS ruang nyll deri S

30.
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Asunsikan bshwe u elis, meke Su = 0 dan ini berarti-
£, =0, i =1d,...,n. Jadi N C L' untuk mane N, = i Kare
ng L, X memiliki dimensi N, pemetaen 5 dibatesi terhsdep L
ditulis dengen 3; injektif den elemen nerm minimum tunggel
=1
o

L L € U, ade verdesarkan teerema 2.2.10.

Andeiken u + U, + Uy, u semberang untuk mena Su = z

iengan u, €L, u, # 0, meke
Su = Su, + Su2

= Su
1

“imum yeng memenuhi Su = z.
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BAB 1V

KANGKURAN

1. Andeiken X sustu rusng perkeaelien delem den den A # O su-
etu himpunan b&agien koenveks yeng sempurna dimang meiriks
diinduksiken dengen perkelian delem. Mekes ¥x € X terdepst

dengen tunggel y € A sedemikis hinggs
S=int {Ix-31 = UIx-yll
it -3 1) -

den pendang A suetu rueng begien sempurna dari y den x &

X. ma8ka z = X - y adeleh erthogonal dengen y.

. Andaiken A sembereng himpunen begien tertutup dasri sugtu

rueng hilbert H. kake H = A @ B, B = AL,

Suetu sistem ¥ diketeken terkondeli peds te bila diberiken

t x(t) terdepet sustu t, T € I, t 2T den u € SL se-

0’
demikien hinggs % E(x(to),t,u(T‘),t) = 0. Dan untuk U ru-
eéng hilbert L2(I) deri rueng pengendelien depet ditentu-
ken suetu norm minimum u(t) € U sehingge diperoleh nerm -

minimum untuk pengendelien sistem.

2.
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BAB V

KESIMFULAN

Untuk u € N, den Su = O diperelen £, =0, 1 =1,2,. n.
Sedemikien hingge apebile L, X memiliki dimensi hingga
dan pemetasan S dibat&ési terhadep L meks diperolen sustu

elemen noerm minimum.

Diasumsikan elemen norm minimum u diperoleh menjedi dus
elemen baru yasitu u, dan U, make pestileh elemen norm u

tidek minimum.

Dengen mendefenisiken suatu medel sistem linier di dslem
ruang hilbert dipereleh suatu pengendelisn minimum sis -
tem yaltu suatu elemen nerm minimum di delam rueng hil -

bert yeng memenuhi suatu pemetasan berrank hinggs.

33.
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